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Meécanique |l

Exercice 1 : Coordonnées cylindriques revisitées.

Cor

rigé 6

1. Avec 'expression pour ’énergie cinétique obtenue dans la Série 1, on a

L=T-U= % <T2+(T¢)2+Z2) —U(T,¢,Z) .
2. Commengons par I’équation pour r. On a %g—f = %(mf) = m#, et %—f = mr¢? — %—[{ d’ou
doL 0L ( ¢2> ou
—— = m(7F—r =——
dt or  Or or
d oL _ 20y 2 aL _ U
Pour ¢, on a % o6 = dt 4 (mr qb) mr¢ + 2mrid et . Ainsi, en divisant par r (de

sorte & retrouver une expression semblable & celle de la Serle 1), on trouve

doL_oL
dt op 0

d OL d

Finalement pour z on a 5 g7 = 7(m2)

doL
dt 0z

oL

T 0z

“ . 10U
=m3, et 2L = —%—[Z], et donc
mz = —B—U
0z |

3. Sir = R on a un lagrangien L fonction de (b, 2, b, %) seulement :

L:%((qu) Jrz)f

U, 2) .

avec f](cb, z) = U(R, ¢, z). L’équation d’Euler-Lagrange pour ¢ et z donne

dol
dt §¢
d 8L
dt 9z

oL

99

oL
Bz

- 100
mho =554
mfé——@

0z

4. Sir = R et z = H le lagrangien L nest plus qu’'une fonction de (¢, <Z>), et on trouve

L=

5(R¢)2 -

U(¢)

avec U(qb) =U(R, ¢, H). L’équation d’Euler-Lagrange pour ¢ est maintenant

4oL
dt 9¢

oL

~ 99
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5. On retrouve donc de fagon rapide et surtout automatique tous les résultats de I’Exercice 1 de la
Série 1. En effet, dans la Série 1 on avait une force F = Fre,+Fyes+F.e.. Ici,ona F = —VU, et
en utilisant la formule pour le gradient en coordonnées cylindriques VU = %—ger + %g—ged,—k %%ez

on identifie
oU 10U oU
t F

F = -, = ——— e = —— .
" or ¢ r 0¢ ? 0z
En remplacant F., Fy et I, par les expressions ci-dessus dans les équations du mouvement de
la Série 1, on retrouve bien les équations du mouvement obtenues ici a partir d’Euler-Lagrange.

Bien siir, la méthode lagrangienne ne fonctionne que si la force découle d’un potentiel.

Exercice 2 : Coordonnées sphériques revisitées.

1. Avec l'expression pour ’énergie cinétique obtenue dans la Série 1, on a

L=T-U= % (ﬁ + (résin®)? + (re')Z) —U(r,0,9) .

dOL _ d () — poit o OL _ 02 2 02 OU oo
2. Pour r, on a g7 = 5(mr) =mi, et 5 = mr¢®sin®0 + mro* — G~ d’ou

ou

d oL oL U
or |’

dt o or

m (7" —r¢?sin?6 — r62> =

Pour 0. on a 49L — 4(1mr20) — mr20 + 2mrif et 2% = mr2¢?sinfcosf — 2¥ . Ainsi, en
; dt 90 dt 20 20 )

divisant par r,

. . . 1
m <r9 + 270 — r¢? sin@cosQ) = —faa—g .
r

doL_oL
dt 96 00

Pour ¢, on a %% = %(mr%@sin2 0) = mr2dsin? 0 + 2mrig sin? 0 4+ 2mr2¢f sin 0 cos 6 et % =
oUu

—4<=. Ainsi, en divisant par rsind on trouve que

1 oU

doL oL 1w
rsinf 0¢ |

&top 99

m (rqf) sin @ + 27¢ sin 0 + 2rg cos 0) =

3. Sir = R on a un lagrangien L fonction de (0, ¢, 9, ng) seulement :
L= % ((Rgésine)? + (R9)2) — U0, 9) .

avec 0(9, ) =U(R,0,¢). L’équation d’Euler-Lagrange pour 6 et ¢ donne

= m(Ré—R&sianosG) :—%%
1 oU

" Rsinf 06 |

dol _ol
dt 96 00
aol _ol
dtog — 0¢

= |m <R<z5 sin 0 + 2R¢0 cos 0> =

4. On retrouve donc tous les résultats de 'Exercice 2 de la Série 1. En effet, dans la Série 1 on

avait une force F = Fre, + Fpeg + Fyey. Ici, on a F = —VU, et en utilisant la formule pour le



gradient en coordonnées sphériques VU = %—ger + %%eg + rsilneg%e‘f’ on identifie
ou 10U 1 oU
F.=— Fhy=—"" e F,=— - .
" or’ 0 o6 ¢ ¢ rsinf 0¢

Avec les identifications ci-dessus, on retrouve bien les mémes équations du mouvement avec les

deux méthodes.

Remarque : Pour retrouver instantanément les équations du mouvement en coordonnées cylindriques,
polaires ou sphériques, il suffit donc de connaitre '’expression de I’énergie cinétique et la formule d’Euler-

Lagrange.

Exercice 3 : Point matériel sur un rail revisité.

1. En utilisant Uexpression T' = 2[|f'(s)[?s* de la Série 1, on trouve

L=T-U=Z[€(s)[** ~ UE(s)) -

2. En se rappelant que 4 ||f'(s)||? = 2(f'(s),f"(s)), on trouve

GO L (ml/(5)18) = mll(s)|P5 + 2m3? (F(5),£7(s))
et oL
oo = ma (£(s).£7(5)) — (VU.£(5))

Ainsi I’équation d’Euler-Lagrange est

m ([£'(s)|°5 + 5 (£'(s),£"(s))) = (~VU,f'(s))

3. En omettant les arguments s, en divisant par ||f’||, et en posant u = ﬁ on trouve
m (|[F']|3+ 5 (u,£")) = (~VU,u)

qui est précisément la forme trouvée la Série 1 avec F = —VU. Remarquer comme ce résultat

s’obtient ici automatiquement, sans devoir considérer des projections, etc.

4. Si s est 'abscisse curviligne, on a simplement

L= %52 —U(£(s))
Ainsi immeédiatement %%—g = ms et ‘?9—5 = —(VU,{'(s)). L’équation d’Euler-Lagrange donne
alors sans effort ms = —(VU, f'(s)), comme a la Série 1.

Exercice 4 :

1. L’unique contrainte est que z1 + 29 = ¢, ou ¢ est une constante qui dépend de la longueur de la

corde et la géométrie du probléme.

2. On adonc z9 = ¢ — 21.



3. On a Z3 = —%1, d’ou on obtient I’énergie cinétique %z% + %(—21)2 + %z% Le potentiel

gravitationnel est —g (m1z1 + mo(c — 21) + 'm3Z3)E| et puisque la longueur du ressort est |z3 —
zo| = |23+ 21 — ¢|, énergie du ressort est %(zs + 21 —¢)?. Dés lors, le lagrangien L(z1, 23, 21, #3)
sécrit

mi+mo . ms . k
437;—3z%+-—3z§+g(nu21+rmxc—2ﬂ-+nw2@-—56%-+Z1—CV

L=T-U-=
v 2

4. Pour 21, on a %% =4 ((my 4+ ma)21) = (my +ma)% et g—le = g(m1 —ma) — k(23 + 21 — ¢).

Ainsi I’équation d’Euler-Lagrange s’écrit

‘ (my 4+ mo)Z1 = g(my —ma) — k(23 + 21 — ¢) ‘ )

Pour 23, on a %g—é = % (ms3z3) = mZs et g?i = gms — k(z3 + 21 — ¢) d’ou 'équation du

mouvement

‘mégzgmg—k:(z;),—kzl—c)‘.

Exercice 5 : On note dans cet exercice h(t) = a + bcos(wt).

1. Les coordonnées de m sont (x,z) = (Isinf,lcos6).

2. On a donc (i, %) = (10 cosf, —10sin ), dou T = (32 + 22) = %lzép(sinZH + cos?f) = %1292
(que Pon connait aussi par la formule générale pour les coordonnées polaires). Le potentiel
gravitationnel est —mglcos# (& nouveau, & une constante additive prés) et le potentiel du

ressort est

g ((Isin@)? + (Icos@ — h(t))?) = g (1* — 2lh(t) cos O + h* (1))

Dés lors le lagrangien s’écrit
m 242 koo 2
L:T—U:Ele +mglcos€—§(l — 2lh(t) cos O + h*(t)) .

Notez que le lagrangien L = L(0, 0, t) dépend explicitement du temps.

3. On a %% = %(mﬂé) = mi?0 et g—g = —mglsin® — klh(t)sin6, donc I'équation d’Euler-
Lagrange est, aprés division par [,

mlf = —mgsinf — kh(t)sinf | .

Exercice 6 :
1. La masse mq est donc a la position (u,0), et la masse mo se trouve en (u + [sin 6, cos6).

2. L’énergie potentielle est —magl cos puisque m; est fixée & z = 0 (& nouveau, les constantes

additives ne sont pas pertinentes). La vitesse de my est vi = (u,0), et celle de mg est vy =

1. Ceci correspond & choisir le zéro du potentiel gravitationnel & z = 0. D’autres choix sont possibles, et le potentiel
alors obtenu ne différe que d’une constante additive qui n’est pas pertinente pour les équations du mouvement (qui ne
font intervenir que des dérivées de U).

2. NB : ici on pourrait négliger la constante additive mac, et la constante additive ¢ qui apparait si on développe
le carré. Cependant, on ne peut pas négliger les autres termes faisant apparaitre ¢, car ce ne sont pas des constantes
additives.



(it 4 10 cos 0, —10 sin 0) d’ott une énergie cinétique

T= T;Ll vi+ 7 V3 = %iﬂ + % (ﬂQ + 2016 cos 0 + 126 cos® 0 + 126 sin® 9)
_m ;— ma; W+ % (2ul9 cos 6 + 1292> .

On a donc le lagrangien

L=T-U-= w 12+ 7 <2ul00089—|— l202) + magl cos6 .
3. Pour u on a %g—ﬁ = U‘lit((m1 + mo)t + malf cos 0) = (mq + me)i + moll cos — malf2sinf et

‘g—ﬁ = 0, donc ’équation d’Euler-Lagrange est

(m1 + meo)t + molf cos — malf?sinh =0 .

Pour 6, on observe que %g—s = %(mgul cos 0 + m2l2é) = matil cosf — mgum sin @ + mglzé et
que ‘g—g = —moulfsinf — moglsin 6. Ainsi on a ’équation du mouvement
motil cos f — mgulé sin @ + mQZQé = —mgulé sinf — moglsing .

Apreés simplification, on trouve donc

iicosf + 16 = —gsin 6| .

Exercice 7 : On part des relations

I/()_(,S’,t) = L(X’Y7t)7 €Ti = @l(}_g t) et Yi = 28]907,()_C,t)g] +8t§01,(}_(7 t)
J

ot 'on note d;¢p; pour % (on omet dés maintenant les arguments (X,t) de ¢). On a

ox; Oz; _
oxy Ocpi e 0
Ay; yi

y Z 836301:% + 3%90@ azg = a@@i

en notant 0jpp; = &E ame et Oy = atax Dés lors,

OL Ox; oL Oy oL . oL . .
amz Z 2 0% + ; 87%8@@ = 1- 87%88901 + ; 87/1 Z OjepiY; + Owepi

J

qui en notation habituelle (z; ~ qi, yi ~ Gi, Ti ~ Gi, Yi ~ ;) s'écrit

oL )
i itPid; i | - 1
5 = 3@@ + Z 5 ;(M«p Gj + Oup (1)
De méme, on a
0L Ox; oL dy; oL
3yz Z Ox; Oy, Z Oyi Oye yi by, 1



ce qui en notation habituelle s’écrit
8QZ Z a(h

En dérivant par rapport au temps, on obtient

d 8L d OL oL d

=S| S i+ Y v
ok = i (5 o) = [ 5] v X e
d OL oL .
= ; [dt@qj Oppi + ZZ: o ; 0pjpiqj + Ourpi

Ainsi, par et (2)), on obtient que

d 0L 0L Z[d@L oL

qog 0 2~ |dtoq aqz] Oups =0

puisque le crochet est nul par hypothése. C’est bien le résultat annoncé.



