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1 Equivalence des équations de Lagrange et de Hamilton

Démontrer que les équations de Lagrange

a4 (ory on_,
dt \ 9¢ oqg

sont équivalentes aux équations de Hamilton,

. OH . OH
q= aip ) b= _aiq )
avec ’hamiltonien H défini par
H=pq— L.
Par définition I'impulsion généralisée est donnée par
0L
b= 8’

donc il est possible d’exprimer ¢ en fonction de p et q, ¢ = v(q,p,t). Alors H(p, q,t) = pp(q,p,t) —
L(g,¢(q,p,t),t) si bien que

OH _ apt) + j
— = ¢(q,p, Po — ap =4,
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Par conséquent les équations de Lagrange et de Hamilton sont équivalentes.

2 Hamiltoniens divers

1. Le lagrangien d'un point matériel de masse m dans un potentiel U en coordonnées cylindriques

est
L= % <7'“2+ <r<b>2+é2> —U(r,¢,2).

Ecrire ’hamiltonien et déterminer les équations de Hamilton.

Les impulsions généralisées sont

I T _ 0k
pr= 5o =mi, Po= 55 =

Par conséquent, I’hamiltonien est donné par
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et les équations de Hamilton sont
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2. Le lagrangien d’un point matériel de masse m dans un potentiel U en coordonnées sphériques
m
L=—

est
5 (f«? - (rsin9¢)2 + (r9)2> —U(r.0,9).

Ecrire ’hamiltonien et déterminer les équations de Hamilton.

Les impulsions généralisées sont
oL oL
= o T T

Par conséquent, ’hamiltonien est donné par

H = p,7 + pgh + pypp — L
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et les équations de Hamilton sont
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3. Le lagrangien de ’exercice 5 de la Série 6 est

. k
L= %p@z + mgl cos 6 — 5 (I — 21h(t) cos O + h*(t)) avec h(t) = a+ beos(wt).

Ecrire ’hamiltonien et déterminer les équations de Hamilton.

L’impulsion généralisée est
oL

= — = ml20,
Po o0
si bien que ’hamiltonien est donné par
H= é—L—ﬁ— 17 l e+5(z2—2m(t) 0+ h*(t))
= py " =52 — Mmglcos 5 cos .

Les équations de Hamilton sont

, OH  py : oH : .

Hza—m:m, pgz—%:—mg151n9—klh(t)81n9.

4. Le lagrangien de I'exercice 6 de la Série 6 est

mi + mo 2
2

FEcrire ’hamiltonien correspondant & ce systéme.

L= + malif cos 0 + %ﬂé? + magl cosf .

Les impulsions généralisées sont
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et en résolvant pour % et 9,
Ip, — cos 0 pg . (m1+ma) pg —malcosOp,
I (my +mg —msocos?f)’ mal? (my1 + ma — ma cos20)

Comme ’énergie cinétique est une forme quadratique, alors

H = pyi+peh — L = Wﬁ + molif cos 6 + %ZQH'Z — magl cos 6
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3 Théoréme du retour pour le pendule

Considérer un pendule de masse m = 1 et de longueur [ = 1 soumis & la gravité en supposant que
g=1.
1. Ecrire le lagrangien du systéme en prenant comme coordonnée généralisée 'angle z € [—m, )
qui est zéro lorsque le pendule est en bas.

L’énergie cinétique est 7' = %a’cQ et 'énergie potentielle V' = — cosz, si bien que le lagrangien
est
1.5
L:T—Vzi +coszx.

2. Déterminer 'hamiltonien du systéme et les équations de Hamilton.

L’impulsion est p = & et donc ’hamiltonien est
1
H=T+V = §p2—cosx,
si bien que les équations de Hamilton sont

J'U—a—H— '——8—H——sinx
“op D P= "% = '

3. Décrire graphiquement le flot hamiltonien et expliquer I’évolution temporelle de la boule B(0) =
{(rcosp,2+rsing), —m < ¢ < 7} pour r > 0 petit, en relation avec le théoréme du retour de
Poincaré.

L’énergie étant conservée, les orbites sont déterminées par H(z,p) = E pour E > 0, comme
représentées sur la figure suivante, avec le flot allant de gauche a droite dans la partie supérieur
et inversement dans la partie inférieure. Dans ce graphique, il faut bien comprendre que les
lignes & = 7 et © = —7 sont identifiée, puisque I’espace de phase est le cylindre S' x R. Voir
le graphique suivant pour le représentation des orbites sur le cylindre. Le point (0,0) est un
point fixe stable et correspond au pendule arrété en bas, et le point (£7,0) est un point fixe
instable correspondant au pendule arrété en haut.




En partant avec la condition initiale (0,2), le pendule va arriver sur le point fixe instable;
I'impulsion est exactement choisie pour que le pendule s’arréte en haut. En donnant plus
d’impulsion au départ, le pendule va faire des tours complets, et en donnant moins il va
osciller. Par conséquent les points situés a l'intérieur de la boule B(0) et sur le ligne médiane
vont tous aller vers le point fixe instable, et donc ne vont jamais retourner dans B(0). Mais
pour méme si la taille de la boule est arbitrairement petite, il existe un point qui revient dans

la boule. Les graphiques suivants montre ’évolution de la boule B(0) au temps t = 0,1,...,7,
respectivement dans l’espace [—m,7) x R et sur le cylindre S x R.
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4 Rotations sur le cercle

L’application g : ST — S qui effectue une rotation d’angle o sur le cercle S' est donnée par gz =
g(x + ).

1. Vérifier que les hypothéses du théoréme du retour de Poincaré sont vérifiées et montrer que
Ve>0,3z €S, In>0, |¢"z—a]<e.
Comme tous les points du cercle sont équivalents, le résultat précédent cela implique que

Vere S, Ve>0,3In>0, |[g"z—2] <e.

Le cercle est un ensemble borné et g(S') = S', donc les hypothéses du théoréme du retour de
Poincaré sont réunies. Alors par le théoréme du retour de Poincaré, pour tout € > 0, il existe
x € (—¢,¢) et n > 0 tels que |¢g"x — x| < e.

2. Si a ¢ 27Q, montrer que U'orbite {g"x, n > 0} est dense sur le cercle S*.
Indication : commencer par montrer que si « ¢ 27Q, alors pour tout n > 0, g"x # .

Par contraposée, s’il existe n > 0 avec g"x = x alors il existe k € Z avec
T+ an=x+27k.

Alors an = 27k et donc n = 27k /n € 2Q. Par le résultat du point précédent, pour tout € > 0,
il existe n > 0 tel que 0| < g, avec 0 = g"z — z. Si o ¢ 2w Q, alors g"z # x et donc |0] > 0,
c’est-a-dire g” est une rotation d’angle 6 avec 0 < |f| < e. Alors {g"k:c, k> O} correspond &
des points de S! distants d’au plus €, et comme e peut-étre choisi arbitrairement petit, alors
{g"z, n > 0} est dense dans S'.




5 Flot sur le tore

Considérer le systéme d’équations différentielles sur le tore S* x S' donné par
qu = a1, G52 = Q2.
Alors le flot de ce systéme est
gt 8t x 8t 8t xSt
(1, 02) = (P1 + ait, d2 + aot) .
Démontrer que si ag/ag ¢ Q, alors n’importe quelle orbite {gt (¢1,02), t > O} est dense sur le tore.

Indication : utiliser le théoréme du retour de Poincaré directement ou le résultat de ’exercice précé-
dent.
S’il existe t > 0 tel que g* (¢1,¢2) = (¢1, P2), alors il existe ki, ke € Z tels que

d1 + oqt = ¢1 + 27k, 2 + ot = ¢ + 27ko,

c’est-a-dire,

o} k

—="1cqQ.

az ke
Comme le champs de vecteur (g, as) est sans divergence, alors pour le théoréme de Liouville g*
préserve le volume et comme S' x S est borné, alors le théoréme du retour de Poincaré est applicable.

Par le théoréme du retour de Poincaré, pour tout € > 0, il existe ¢ > 0 tel que |61] + |62| < &, avec

(61,02) = g' (¢1,d2) — (61, 02) -
Si ay/ag ¢ Q, alors gt (¢1, ¢2) # (@1, P2) et donc |01] + |f2]| > 0. Ainsi g* correspond a une rotation
d’angle 6; sur la premiére variable et 65 sur la seconde, avec 0 < |61 < € et 0 < |61] < e. Par
conséquent, I’ensemble { g™ (1, ¢2), n > 0} correspond a des points espacés d’au plus e, et comme
€ est arbitrairement petit, alors ’orbite {gt (p1,2), t > O} est dense dans S* x S1.

6 Exercice facultatif mais trés joli

Considérer le premier chiffre des nombres 2" : 1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,1,2,4, ... Est-ce-que la suite ren-
ferme le chiffre 77 Lequel des chiffres 7 et 8 apparait le plus souvent 7 Avec quelle probabilité ?
Indication : (1) considérer le flot défini par
g:[0,1) —[0,1)
r+— x+log2 modl1,

ou log désigne le logarithme en base dix, (2) montrer que 2" commence par le chiffre k si et seulement
si
loghk < g"0<log(k+1),

(3) utiliser le théoréme du retour de Poincaré et le fait que log2 est irrationnel.

En étant quelque peu assidu en calcul mental, on montre que le plus petit n tel que 2" commence
par 7 est

2% = 70368744177664 .
Le nombre 2™ commence par le chiffre k£ € {1,...,9} ¢’il existe d € N tel que

10% < 2" < 10% (k4 1) .
En prenant le logarithme en base dix,

loghk <nlog2—d<log(k+1).

Comme logk € [0, 1), alors d est la partie entiére de nlog 2, c’est-a-dire nlog2—d = nlog2 mod 1 =




g"0. Par conséquent le nombre 2" commence par le chiffre £ si et seulement si

loghk < g"0<log(k+1).
Par 'exercice 5, comme log2 ¢ Q, alors {g"0, n > 0} est dense dans [0,1). L’application g étant
invariante par translation, il est possible de montrer mathématiquement que 'orbite {¢"0, n > 0} est
dense de maniére uniforme. Ainsi le nombre 2" commence par le chiffre k avec une probabilité

1
P(k) =log (k+ 1) —logk = log <1+k> .

Ainsi le rapport de la probabilité de commencer par un 7 sur celle de commencer par un huit est
P(7) log(1+1/7)
P(8) log(1+1/8)
si bien qu’il y a 1.13 plus de 7 que de 8 comme premier chiffre dans les puissances de deux.

1.13,




	1 Equivalence des équations de Lagrange et de Hamilton
	2 Hamiltoniens divers
	3 Théorème du retour pour le pendule
	4 Rotations sur le cercle
	5 Flot sur le tore
	6 Exercice facultatif mais très joli

