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I. PROBABILITES

La loi de probabilité discrete de densité p : N — [0, 1] avec
> p@) =1,
zeN

est application

P(I)=Y p(z),
zeN

définie pour tout ensemble fini I C N.
La loi de probabilité continue de densité p : R — [0, 1] avec

/Rp@:):l,

P() = [ pla)d.

est I'application

définie pour tout intervalle I C R. La valeur moyenne d’une fonction ¢ est définie respectivement

pour une loi discréte et une loi continue par
(o) =3 el)(). (¢ = [ plalpla)ds.
€N

La valeur moyenne de la loi de probabilité P est définie par (x), et la variance est donnée par

(Az)? = <(a; - (x>)2> = (22) — (2)? .

Voir Pappendice A. du livre Mécanique quantique de J.-L. Basdevant et J. Dalibard pour plus de
détails.

Calculer la moyenne et la variance des lois de probabilités suivantes :

a. La distribution de Gauss est

() = — exp<_(‘”—“)2>, zER.

oV 2T 202
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Avec le changement de variable y = x — u, la moyenne est donnée par

(z) = / op(z)da = J\}%/ 2 exp <—(‘””2_§‘)2> dz

U\ﬁ eXp<_>d U\ﬁ/yexp< 2>dy'

Le second terme étant 'intégrale d’une fonction impaire, il est nul et ainsi

(z) = a\/ﬂ eXp< )dy—u/Rp(fv)dwzu-

En effectuant le méme changement de variable y = x — u, la variance est donnée par

@02 = (= @) = [ - nppaas= —— [rew(-L).

Ensuite en intégrant par parties,

— d y2 o y2
Azt =_—Z — - 1|d :/ ——~=|d
0= 75 [vag o ()| 0=z Lo (=)
—JQ/p(x)dx—UQ.
R

b. La distribution de Poisson est

Ale™H
La moyenne est donnée par
(n) = inp(n) =e )‘in)\ = )\e_’\i T
e = ! — (n—1)!
= )\e”\Z—‘ =2 p(n) =2,
n=0 n=0

et le second moment par
(n*) = ni:;)nQp(n) =e n;)nfj =e ni:: n(nx_nl)'
- )\e’\g(n—i—l)i\; = de” (Z +§: An)
:A<§:p +an ) (1+N).
n=0

Ainsi la variance de la loi de Poisson est

An)2 = <n2> —
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II. TRANSFORMATION DE FOURIER

La transformation de Fourier d’une fonction f(z) est la fonction

. +oo
f(k)Z\/;—W / K f(2)da

et la transformation inverse est donnée par

_ L oe ikx ¢
fla) = <= / .

Voir 'appendice B. du livre Mécanique quantique de J.-L. Basdevant et J. Dalibard pour plus de

détails.

a. La transformation de Fourier de f'(x) est donnée en intégrant par parties

Py = o [ e e = < [ o)

b. La transformation de Fourier de la gaussienne est

R 1 +oo 132 )
flk)=— | exp <_W - 1k1:> dz

+00 ik [T

ot o | @) =ik (R).

2o J_
1 /+°° (x + 1k:02) o2k? q
210 ) P 202 2 o

o?k?\ 1 +eo (x + ik:02)2
= exp (— 5 > oo /OO exp <—202 ) dz
1 o2k2 1 +o0 Y2
-7 (5 ) v L e ()
1 o2k?
()

c. Le produit scalaire sur I'espace L?(R) est défini par

—+00

(f1,f2) = £ (@) foz)da .

Avec la définition de la transformation de Fourier de fa(z),
+oo

A +oo R +oo .
Gy = [ frpwae = [T ([ et pean) at
too oo
=¢127T JR R T

et d’autre part avec la transformation inverse de fi(x)

= [ R@awe= = [ (/ +°° 9k ) falo)de

— 00

too pfoo
=¢127T | ] e R wnd,

ce qui démontre I'égalité demandée. Cette relation est appelée théoreme de Parseval-Plancherel

et démontre que la transformée de Fourier préserve le produit scalaire de L%(R).
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d. Soit la densité de probabilité donnée par

ou f: R — C est une fonction telle que

/Rp(x)dx:/RU(:n)‘de: P

f 2 = x2x:
LlfwPa= [ | =1,

et donc ’ f (k)}2 peut étre considérée comme la loi de probabilité de la variable k. Le but est de

Par le résultat précédent,

montrer que

AxAk >

N

ou les variances sont définies par
2= z — (2))?|f(2)|*d 2= — 21 F (k) Pdk.
@0 = [ (o= ()2 [ 1@ ae. @k = [ k= (k))? k) Pak

La preuve se fait en deux étapes : premiérement se ramener au cas ou (x) = 0 puis (k) = 0 et

deuxiemement prouver le résultat dans ce cas la.

(i) Avec le changement de variable y = x — (x) et en définissant g(y) = f(y + (z)), alors

(Ax)? = /R (z — (2))* | f(2)[*de = /R v2la(v)[*dy.

Comme
e / o1k f(2)dp = / ek g (0 — (2))da
Var Jg Var &Y
. 1 . .
=t [ gy = (),
alors

(AR)? = /R (k— ()2 | F )k = /R (k— (k)2 gk Pk

et on c’est ramené au cas ou (z) = 0. De maniere similaire, en posant [ = k — (k), et en

définissant h(l) = §(I + (k)), alors on se rameéne & (k) = 0, car

(Ak)Q:/R(k—(M)Q g(k)|2dk:/Rl2}iL(l)|2dl.

Comme

1 - 1 / oy 3
=— [ *g(k)dk = — [ Wik — (k))dk
9(y) m/Re g(k) W Re ( (k)
_ eiy<’f>¢1277T /R Wh(1)dl = ¥ F p(y),

alors nous nous sommes bien ramené au cas ou (x) = (k) =0,

(Am)z:/R?f\g(y)fdy=/Ryz\h(y)lzdy-
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(ii) Par le point précédent, on suppose sans perdre de généralité que (z) = (k) = 0, et on
définit pour A € R,

10) = /R}xf(x) A f ()P

En calculant le module, nous avons,
I(\) :/x2yf(x)}2dx+A/x(f(a;)f/*(x)+f*(x)f'(x))dx+A2/\f/(x)\2dx.
R R R

Comme (z) = 0, le premidre terme est (Az)?. En intégrant par partie, le deuxiéme terme

est

x * ! = | z— (f(z)f"(z))dz = — o)z = —1.
/Rx(f(ﬂf)f () +f (x)f(f))dl“—/ (f(x)f*(x))d /R\f( )|"d 1

RdZL’

Comme la transformée de Fourier de f’(z) est ik f (k), alors le troisiéme terme est

/{f’(a:)Fdx = / ik f (k) |k = / K| f(k)Pdk = (Ak)?

R R R

puisque (k) = 0 par hypothese. Par conséquent en regroupant le tout, nous obtenons
IO = (Az)? = X+ 22 (AK)? .

Par définition, I(\) > 0 pour tout A € R, et donc cela est possible uniquement si le

discriminant est négatif, c’est-a-dire si
2 2
1—4(Az)" (Ak)* <0,
ce qui prouve le résultat annoncé.

A remarquer que I'inégalité est atteinte si et seulement si le discriminant est nul, ¢’est-a-dire si
I(\) = 0 pour un certain A. Par définition de I(\) ceci est vrai si et seulement si I'intégrant est

nul,
2 (@) + Af(2) =0,

ou de maniere équivalente,

2

F(z) = Aexp <2§> .

Par conséquent cela démontre que AxAk = % si et seulement si f(x) est une gaussienne, auquel

cas f(k) est aussi une gaussienne.
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