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Récapitulation des concepts abordés dans cette série :

(Exercice 1) Relations de fermeture ; trace d’un opérateur ; équation de Schrédinger ; représentations de
Schrédinger et d’Heisenberg ; évolution temporelle d’'une moyenne d’observable ; théoréme d’Ehrenfest ;
commutateur d’observables conjuguées.

(Exercice 2) Définitions de l'oscillateur harmonique ; exponentielle d’un opérateur ; opérateur densité
de température nulle et & I’équilibre thermique ; fonction de partition ; moyenne d’observable par rapport
a opérateur densité.

(Exercice 3) Notation de Dirac versus représentation matricielle; état pur versus mélange statistique;
systéme & deux niveaux (photons individuels ou intriqués),

1 Evolution des observables (Facultatif)

a) Trace d’un opérateur et changement de base. On considére deux bases orthonormales
{lui)} et {|vs)}, qui en tant que bases complétes satisfont les relations de fermeture T =", |u;)(u;]
et I =73, |v;)vj|. On peut toujours intercaler des relations de fermeture entre opérateurs puisque
elles sont égales a 'identité I.

La trace d’un opérateur ne dépend pas de la base choisie pour la calculer, ce qui nous permet de
choisir par exemple la base des états propres de 'opérateur considéré (on peut alors remplacer
ce dernier par ses valeurs propres). En effet, en explicitant la trace d’un opérateur A :

Te{A} = (wilAlug) =D (uil | D loj)v] | A <Z !vk><vk> [ui)
—_———

i 7 7 k

— =I

= (uilv;) (vj] Alvg) (oglui) =Y ;] Alvg) (vglus) (uilv;)

ijk ijk
(1)
- %: (v;| Alvg) (v (z; \w)(ui) |vj) = %; (v;] Alvg) <U]j?j> - zj: (v;|AJv;)
— ki

=I

= | T{dy =Y wldl) = 3 (wlAly)

J

b) Représentations de Schrédinger et d’Heisenberg. (Cf. cours.) Si I'Hamiltonien Ho
d’un systéme est indépendant du temps ¢, alors I'équation de Schrodinger prédit une évolution
temporelle d’une état quantique selon |U(t)) = e~ "0 |¥g). Lorsqu’on considére 'évolution d’une
moyenne d’observable O sur cet état quantique, on peut alors soit regrouper la dépendance
temporelle dans ’état (représentation de Schrodinger), soit dans 1’observable (représentation
d’Heisenberg) :
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c) Dérivée temporelle d’une moyenne d’observable. (Cf. pp.240-241 du Cohen-Tannoudji,
tome I.) On considére en toute généralité une observable qui peut dépendre explicitement du
temps A(t) et un systéme d’Hamiltonien H(t). On explicite ici la dérivée temporelle totale de la
moyenne de I'observable sur 1'état |¥(¢)) grace a I’équation de Schrodinger et sa version adjointe
(8 W(t)) = —% 1) W (1)) et B (W (t)] = (‘If(t)|%7:[(t) ). En dépit des dépendances temporelles
explicites, on travaille en représentation de Schrédinger :
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Le commutateur de l’observable A( et de I’Hamiltonien ’H( ) est donc la quantité centrale a

calculer pour déterminer l’évolution temporelle de la moyenne de l’observable <fl(t)> , & quoi
¢

vient s’ajouter le terme 6tfl(t) lorsque 1'observable a une dépendance temporelle intrinséque.

d) Montrez que la représentation d’Heisenberg de A est indépendante du temps t si sa repré-

sentation de Schridinger est une constante du mouvement.

A est une constante du mouvement si sa moyenne <A> est une constante, autrement dit si
t

% <121(t)>t = 0 pour toute condition initiale |[¥ (¢ = 0)).

Par (3) on voit que cela est équivalent a ce que ’observable commute avec 'Hamiltonien (supposé

indépendant du temps) : {A,’}:lo} =0.

Par conséquent, sa représentation d’Heisenberg ne dépend pas du temps :

Ap(t) = eHot/h fe=iHot/h — jeiHot/hg=iFot/h — 4 oy Ay(t)=A=A(t=0) (4)

e) Théoréme d’Ehrenfest. L’expression (3) peut étre utilisée par exemple sur les observables
position Ret quantité de mouvement P pour une particule sans spin et de masse m plongée dans

un potentiel externe, d’Hamiltonien H = o T V(R) Les équations d’évolution de <R> et <P>
t t
constituent le théoreme d’Ehrenfest (cf. pp.242—244 du Cohen-Tannoudji, tome I).

Les observables R et P n’ont pas de dépendance temporelle explicite, donc (3) devient :

408), = (w2 (Rven]), = L (a0

208}, = [P, = g (2, = S, = 5 [pvan)),

ol on a utilisé que {R, V(R) =0et []5 , ]52} = 0 (puisqu’un opérateur commute avec lui-méme!).
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Pour simplifier les deux commutateurs restants, on utilise la relation de commutation entre
variables conjuguées [R, P} —ih < RP=PR+ih:

[.P?| = RPP— P PR = [P Pt inP =2inP = 1<R>t:%<ﬁ>>t (7)
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De méme, pour le commutateur []5, V(R)}, on commence par écrire un développement formel

du potentiel V/(R) en série entiére, puis on applique itérativement la relation de commutation, et

~

enfin on reconnait la série entiére de VV(R) (en se calquant sur f(x) =), f, 2" qui implique

(@) =3, nfax™ 1), Ainsi :
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On détaille I’étape intermédiaire :
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A
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Cf. pp.242-244 du Cohen-Tannoudji, tome I, pour une discussion détaillée de l'interprétation
physique de ces expressions. <R> et <1f’> sont respectivement la position et la quantité de
mouvement moyennes de 1’état |\11>t (7) étabﬁt que I’évolution de la position moyenne d’un paquet
d’onde est donnée par sa quantité de mouvement moyenne. (9) établit de méme que I’évolution
de la quantité de mouvement moyenne est donnée par le gradient de potentiel moyenné sur tout
le paquet d’onde :
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Si le paquet d’onde est trés localisé, la moyenne du gradient (<VV(]:2)> ) peut étre approximée
t

par le gradient de la position moyenne (VV (< R >,)) : dans cette approximation semi-classique,
on retrouve les équations de mouvement d’une particule classique. Mais plus généralement, on
voit qu’il faut tenir compte de tout 1’étalement spatial de la fonction d’onde (donc du potentiel
qu’elle explore) pour décrire I’évolution de sa position moyenne.

Une derniére remarque : la dérivation ci-dessus se généralise & toute paire d’observables conju-
guées [121, B} = ih pour un Hamiltonien de la forme H = A2 + V(B) en supposant que le “po-
tentiel” V admet un développement analytique.

2 Equilibre thermique d’un oscillateur harmonique
a) Rappels par rapport a la base {|n)}. On rappelle les relations de récurrence qui per-
mettent de reconstruire a partir du fondamental |0) toute la base des états propres {|n)}, . de

’'Hamiltonien H = huwg (ﬁ + %) :

allny =vn+1|n+1), an)=+vnln-1), |n)= |0) (11)




On peut en déduire explicitement que I'opérateur 7 = afa permet d’indexer les états propres
selon fln) = njn) :
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On en déduit immédiatement pour ’Hamiltonien H et son exponentielle e AR .

. 1 1 .
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On peut vérifier cette derniére égalité en utilisant la définition de 'exponentielle d’un opérateur, qui est
la généralisation de la série entiére de ’exponentielle “classique” :
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On peut alors ajouter autant de relation de fermeture I =3 |ny)(nk| que nécessaire pour transformer

tous les opérateurs H en leurs valeurs propres E,,, puis simplifier les expressions jusqu’a reconnaitre
I'exponentielle e~ #Fn
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NB. Grace a la notation de Dirac, on a pu montrer cette expression pour un Hamiltonien générique; le
cas spécifique de l'oscillateur harmonique ne sera étudié qu’a partir du point suivant.

b) Opérateur densité de température nulle. Dans la limite de température nulle, ’opé-
rateur densité est le projecteur de ’état de plus basse énergie, autrement dit du fondamental
du systéme. En effet, on peut réécrire en tout généralité 'opérateur densité d’'un Hamiltonien
d’énergies propres Eyg < F; < --- < E, < ... en isolant les poids de Boltzmann associé & Ej :

o o—BH B e BB S ¢ B(En—Eo)|n)(n|
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Comme par définition E,, — Ey > 0, lorsque la température 7" — 0 ou 8 — oo on a tous les poids
de Boltzmann e~ #(Fn=Fo) — ( sauf si n = 0, autrement dit seul le poids de |0)(0| est non-nul a
température nulle :

—BEo
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Dans le cas de l'oscillateur harmonique, le fondamental |0) a une énergie E,—¢ = %hwo et la
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fonction d’onde (z]0) = e e 2k



c) Fonction de partition. On commence par la définition de la fonction de partition :

Z =Tr{e” BH} Z (nle BH|n Ze 5E" Ze En (18)

et dans le cas de l'oscillateur harmonique, on reconnait une série géométrique 1 —=> e ok de
rayon de convergence |x| < 1, en posant x = e~

') n 1
n n=0

Ceci n’est vrai que si la condition de convergence de la série est satisfaite, a savoir 0 < e ™o < 1,
ce qui est bien le cas puisque Shwg > 0 pour toute température T' < oo.

d) Opérateur densité a ’équilibre thermique. IL’opérateur densité a I’équilibre thermique
est donné par

. 1 R e—BEn 6_’3E"
p=exp(=pH) =) ——Inn| =D Puln)in| = P=— (20)
n S— — n

En combinant les énergies E,, = fuwp(n + %) et la fonction de partition obtenue au point précé-
dent, on obtient pour un oscillateur harmonique les probabilités :
e PEn 1 — e Bhwo

— — o Bhwo(n+3) — o NBhw _ o Bhw
Pn = 7 =e€ 0 2 e—ﬁﬁwo/Q —e 0 (1 e 0) (21)

e) Nombre moyen de quantas d’énergie (7). La moyenne de 'opérateur 7 pour le mélange
statistique a ’équilibre thermique est donné par

(h) = Tr{pn} = Z ZP* n\n an (22)

avec P¥ = P, puisque les probabilités sont réelles. Dans le cas de l'oscillateur harmonique on
doit calculer :

— :Oo —nfhw, _ o—Bhwo) _ (1 _ o—Bhw S —Bhwo "
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On peut & nouveau reconnaitre une série entiére a ’aide de I'identité (7 = ok z¥ de rayon

de convergence 0 < |z| < 1, en posant comme au point ¢) z = e 0 (avec la méme condition
de convergence satisfaite pour toute température finie) :

—Bhwo —Bhwo 1 1
Ay _—Bhwo € _ € _ A\
<n> - (1 e > (1 _ efﬁhwo)Q T 1 — e Bhwo T et+Bhwo _ 1 < <n> T etBhwo — 1 (24)
Dans la limite de basse température hwo > kgT, on a e/“0/k8T > 1 et donc
(R) ~ 1 ewo/kpT — o=hwo/kpT 1, (25)

Cette situation correspond au cas o I’énergie fournie par le réservoir de chaleur (= kgT') est
beaucoup plus petite que la séparation entre le niveau fondamental et le premier niveau excité.



Par conséquent, 'oscillateur a trés peu de chance d’étre dans un état excité et le nombre moyen
de quanta d’énergie tend vers zéro pour 17" — 0.

Dans la limite de haute température hwg < kg7, on a ewo/ksT g1 + fuwo/kpT et donc

1

)~ e TheT —1

= ]{ZBT/hOJO >1 (26)

Ici, I’énergie thermique est beaucoup plus grande que la séparation entre les niveaux, et le nombre
de quanta d’énergie est simplement proportionnel a la température comme dans un oscillateur
classique.

f) Energie moyenne de ’oscillateur <7:[> La moyenne de I’'Hamiltonien H pour le mélange
statistique a I’équilibre thermique est directement reliée & la moyenne du nombre de quanta :

. . ) 1 1 1
E= <7‘(> =Tr{pH} = hwy ((n> + 2) = hwo <e+6fw-m_1 + 2> (27)
Les limites de haute et basse températures se traduisent pour 1’énergie moyenne respectivement
en EMeh T~ kpT et BV 7T ~ %hwg = FE,—¢ : on retrouve bien que dans la limite de température
nulle I’énergie moyenne du systéme est 1’énergie du niveau fondamental (cf. point b)).
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g) Reformulation des probabilités P,. Pour montrer que P, = %, on peut soit y

substituer (27) et vérifier que cette relation est satisfaite, soit partir des probabilités (24) et y

faire apparaitre la moyenne (72) en jouant avec les facteurs exponentiels etPhwo
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h) Exemple expérimental quantitatif. FEzpérimentalement, il est possible de refroidir de
petits objets macroscopiques & des températures d’environ 100 mK a laide d’un réfrigérateur a
dilution. Quelle doit étre la fréquence fo = 52 de résonance de loscillateur pour que (n) = 0.1 @
cette température ? Quelle est la probabilité que loscillateur se trouve dans son état fondamental ¢
Dans le premier niveau ? Dans le deuxiéme ¢

(28)

Note : Le refroidissement d’un oscillateur mécanique macroscopique dans son état fondamental a
été démontré pour la premiére fois en 2010 a laide d’un matériau piezoélectrique vibrant a une
radio-fréquence de 6 GHz, cf. Nature 464, 697-7053 (2010).

On pose () =0.1 =1/ (eth/kBT — 1), et on détermine la fréquence fo = wo/2m correspondante :

kT 1
fo= 2%111 <<> + 1) = 5 GHz. (29)

n

On obtient Py, P; et P» facilement & partir de 'expression de P, en fonction de (n). On calcule
Py =~ 90.9%, P, ~ 8.3% et P, ~ 0.75%.



3 Opérateur densité d’un photon polarisé

a) Opérateur densité sous forme matricielle. Dans la base {|H),|V)} un état pur quel-

conque [1;) = a;|H) + b;|V) prend la forme d'un vecteur |1;) = Zl , et donc son projecteur
7
prend la forme d’une matrice 2 x 2 :
ai . lail*  a;b; 2 2
[i)(il = (a7, 07) = { 5] avec|a|” + |bi] =1 (30)

0 0 0 1
rique p = Y i, pi|ti)(¢i| prend donc la forme matricielle :

o\ - |ai|? a,b*) (Zn—l pilail* X, piaib*>
= g i | Wi i = g i |« 5] = b . O Z 31
’ i=1 P i=1 i <ai bi |bif? s piaibi 3o pilbil? (1)

La trace d’une matrice est la somme de ses éléments diagonaux, donc par normalisation des états
|1;) et des probabilités p; :

r = i aiz ?) = ” P = r{p} =
Tr{p} = Zp (Jasl + [b:]) Y=l e i =1] & (32

1=1
=1 par norm. de |¢;) —_———

par norm. des proba.

On a bien en particulier que |[H)H| = (1 0) et [V)YV| = (O 0). Un opérateur densité géné-

b) Calcul de Tr{p?} : état pur ou mélange statistique? Le calcul de Tr{p*} donne un
critere pour déterminer la nature de l’état : 1’état de polarisation d’un photon est pur si et
seulement si Tr{p?} = 1, et est un mélange statistique “impur” si et seulement si Tr{p?} < 1.
Pour montrer la premiére équivalence, il faut faire la preuve dans les deux directions logiques.

[Etat pur = Tr{p*} = 1] : Si p décrit un état pur |¢), on peut I’écrire sous la forme dun pro-

jecteur p = [1)(v|, dont le carré redonne le projecteur : p? = (|1b)(¥|) (|) (0|) = [ )2)| = p (car
état [1) est normalisé : (1[1)) = 1), et donc Tr{p*} = Tr{p} = 1.

[Tr{p?} = 1 = Etat pur | : On choisit de travailler sur une base orthonormée {1;}, et on explicite
la condition sur la trace :

Tr{p®} = Tr Zpi|¢i><¢z|zpj|¢j><¢j| =Tr mel%)(%l%ﬂ%l

(33)

= ) pip; (Vi) Wily) (blve) = D p

= S ) s )= 3

J 5kz 51] §jk
Les probabilités sont normalisées donc Y, p; = 1 et si on impose que Tr{p?} =1, on a :
0="Tr{p*} = ps pi (pi—1) = pilpi—1)=0Vi 34
{p°} ; i Z i z<0 i(pi ) (34)
\—v;’
<0

Donc I'un des p; vaut 1 et tous les autres valent 0 pour que leur somme vale 1, autrement dit

p = |vi)(¥il.



c) Exemples de mélanges statistiques. Mélange statistique de |H) et |V') avec probabilité
de 50% chacun :

. 1 1(/1 0
v = 5 Qe+ Vv =3 | (5) @ 0+ () © 1)
(35)
_ Loy, (0 0\ 1y
~2[\0 0 0 1)] 2
Mélange statistique de |+) = % et |—) = |H>\;§‘V> avec probabilité de 50% chacun :
R 1 11/1 1
poe =5 (010 =1 | (1) @ 0+ (L)@ -p)
(36)
IRV U A AR S A R
411 -1 1)) 2
L’opérateur densité prend la méme forme matricielle dans ces deux exemples pgy = py— = %]I.

Il s’agit bien de mélanges statistiques au sens du point c), puisque Tr{p% } = %Tr{]?} = % < 1.

La connaissance que ’observateur posséde sur ’état de polarisation du photon est nulle ; ceci est
toujours le cas lorsque le photon est préparé dans un mélange statistique équiprobable de deux
états orthogonaux. Ceci correspond a une entropie de von Neumann de In(2).

d) Exemple d’un état pur. L’opérateur densité d’un photon de polarisation dans I’état pur
|+) prend la forme matricielle, dans la base {|H),|V)}, du projecteur de cet état :

=100 =3 (3 1)- (37)

Les termes hors-diagonaux non-nuls indiquent que I'état posséde une cohérence quantique
entre les états formant la base dans laquelle la matrice est exprimée. Néanmoins, on a bien un
état pur au sens du point c) : Tr{ﬁ|2+>} =1.

e) Intrication de deux photons. On considére deux photons A et B préparés dans un état
intriqué |®1) = %(\HH) + |[VV)). L'opérateur densité dans cet état pur pap = |[®T)PT| dans
la base {|HH),|HV),|VH),|VV)} peut étre explicité en utilisant la représentation suivante :

1 0 0 0
= | o vy = | vm= | vw=|] (39)
0 0 0 1
en notation de Dirac puis en représentation matricielle :
1001
pas = 18)@*| = S(HH) + VV)CHH + V) =2 [0 0 0 0 (39)
1 001
L’état du photon A seul est donné par
pa="Trp{pap} =p (H|pap|H)p + B(V|paplV)p. (40)



qu’on peut simplifier en utilisant la notation de Dirac :

pa =p(H|pap|H)p + 5{V|pas|V)p
1
=p(H|S(HHEXHH| + [HHXVV|+ |[VVXHH| + [VVVV|)|H)
1
5 (VIGUHHYHH| + [HEYVV] +[VVXHHE|+ VVVV)IV) s )
1 1
=5 (H) A (HH| + [H) 4 (VV)IH) g + S (V)L (HH| + V) 4 (VV])[V) 5
1 1 1
:i(’H>A<H|) + §(W>A<V|) = §HA-
De la méme fagon, on trouve pp = %]IB.
Ainsi,
. . 1 1
pa® b =5 (1H) o (H]) + V) (V) @ S (H) g (H]) + [V) (V)
1
= (HHEXHH| + [HVXHV |+ [VHXVH| + [VV)VV]) (42)
1 .
= lap # PAB
calculé en (42). Ceci est la conséquence directe de l'intrication. L’état conjoint contient des

corrélations entre les deux photons, et ces corrélations ne sont pas contenues dans les descriptions
individuelles des photons.



