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Mécanique quantique II
Corrigé série 4

1 Couplage spin-orbite
L'espace de Hilbert pour le couplage du moment cinétique orbital et du spin d’'une particule de spin
s = 1/2 est donné par . = L,(S,,C) ® C?, i.e. est engendré par
{ll,ml;s,ms) =|l,m)Q|s,mg), leN, me{-L,...,1},s= %, m= :I:s} ,
avec, en supposant que i=1,

L2|l:ml>:l(l+1)|l3ml)) Lzll:ml>:ml|l:ml>:

Szls, mg) =s(s + 1)|s,my), S,ls,mg) = mgls,my) .

Le moment cinétique total est J =L+ S.

1. Par définition de |I, m;,s, m,), nous avons

lelzml;sz m5> = (LZ ® 1) (|l>ml> ® |‘S) ms)) + (1 ®SZ) (|l’m1) ® |5, ms))
=m (ll’ml> ® |S’ms>) + mg (ll’ml> ® |S:ms>)
= (ml +ms) |l)ml;5:ms>)

et donc |I,m;;s, m;) est vecteur propre de J, avec valeur propre m; = m; + m;.

2. Par le calcul précédent, les opérateurs L2, S% et J, sont diagonaux dans la base |l, m;;s, m,)
mais J? ne lest pas. Par le théoréme d’addition des spins, le spin de J est [ +s et | —s puisque
S & spin s = 1/2. Une base dans laquelle L2, $2, J? et J, sont diagonaux est ainsi données par

{ILj,m),leN, j=1%s, mje{-j,....j}},
ol

lels.]’m]>:.](]+1)|l’]:m]>’ Jz:m]|l7.]3m]>;
Lzll,j’mj> :l(l + 1) |l’ja m]); SZ“).]:m]) :S(S + 1)|Z,J’m]> .

Les seuls éléments de la base |[,m;;s, m,) & avoir valeur propre de J, égale & m; sont |l,m; —
5;5,5) et |l,m; +s;s,—s) donc

L, j,m;) = a|l,m; —s;s,s) + B|l,m; +s;5,—5),
avec |a|?+|B|? = 1. Il reste donc a déterminer a et 3 et pour cela nous allons utiliser I'équation
(L, j,m;| 2|1, j,m;) = j(G+1).
L'opérateur J? peut s’écrire comme

P =12+82+2L,8,+L.S_+L_S,,



ce qui nous permet de calculer I'action de J? sur |I,m;;s, m;) :
P, my;s,mg) = (L1 + 1) +s(s + 1) 4+ 2mymy) |, my;s, my)
+ \/l(l +1)—my(m; + 1)\/5(5 +1) —m,(m, — 1)|l,m; + 1;s,m; — 1)
+ \/l(l +1)—my(m; — 1)\/5(5 +1) —m,(m,+1)|l,m; — 1;s,m; + 1).

Laction de J? sur |1, j,m ;) est donc donné par
J2|L, 5, m;) = anll,mj —5;5,$) +[3J2|l,mj +s;5,—s)
_ [a (1 + D) +5%+m)) + /1T + 1) — (m; —s)(mj+s)] L, m; —s;5,5)

+ [[5 (l(l +1)+s%— m]-) + a\/l(l +1) — (m; —s)(m; +s)} Il,m; +s;s,—s),
si bien que en utilisant la normalisation |a|? + |B]? = 1,
(L, myl?|L, j,my) =10+ 1) +5> + (laf* = 1B1*) mj + (af* + Ba*) 4/ (L +5)* —m?.

Cette derniére expression doit étre égale a j(j+1) et comme j = [+s, nous obtenons I’équation
suivante

+(1+s)=(la? = |BP) m; + (af*+ Ba*) /I+s—m;/T—s+m;,
dont la solution est donnée a une phase prés par

+/l+s+m; V0I+sEm;

o= ——, =
V2l +1 P V2l +1

3. Le terme de couplage spin-orbite, peut se réécrire comme
1
W=L-S=-(P-1*-8%),
2
et donc W est diagonal dans la base |l, j, m;),
: 1 .. :

Plus explicitement I'état |I,1 £5s,m;) est vecteur propre de W avec valeur propre £ (I +5) +s.

2 Principe variationnel appliqué a ’atome d’hélium

Le but est d’estimer 1’énergie de I’état fondamental d’'un atome d’hélium en utilisant un principe
variationnel. Dans 'approximation du noyau infiniment lourd, 'Hamiltonien H des deux électrons
s’écrit
2 2 2
. Ze e

H=H!+H2+Ww, H,=-—"1L _-— W= ,
z z Z 2m |1 1] — 1y

avec Z = 2 puisqu’il y a deux protons dans le noyau de 'hélium.

L'état fondamental de Hé, C’est-a-dire d’'un électron dans le potentiel électrostatique créé par un

noyau composé de Z charges est donné par
23/2 hz

ﬁag/z exp(_z|ri|/a0)) apg = E .

W (r) =



En négligeant le terme d’interaction W dans H I'état fondamental est donné par W¥,(r;,ry) =
\D}(rl)\lfé(g) avec Z = 2. Il n’existe pas a ce jour de solution analytique de ce probleme si 'on
tient compte de I'interaction ; le but est de déterminer une approximation de I’énergie fondamentale
en utilisant un principe variationnel. L'idée du principe variationnel est de considérer la fonction
propre de I'état fondamental de 'Hamiltonien sans interaction, de calculer la valeur moyenne de
I'énergie de 'Hamiltonien complet dans cet état et enfin d’en faire une minimisation par rapport a
une grandeur que 'on considere comme une variable. Dans le cas présent, on propose la formulation
variationnelle suivante en fonction de Z,

73
1 2
Uy (ry,15) = Uy (r)¥5(ry) = 3 exp(—Z|r1|/ag) exp(—Z|ry|/ao),

0
qui correspond au fait que physiquement on peut imaginer que le champ électrostatique ressenti par
un électron, c’est-a-dire celui créé par le noyau et 'autre électron, revient a celui d'un noyau avec
un nombre de charge Z # 2. On dit que le potentiel électrostatique créé par le noyau est écranté par
I'autre électron.

1. L’Ansatz pour la fonction d’onde orbitale doit étre symétrique car de cette maniére la fonction
d’onde totale qui est le produit tensoriel de cette derniére et du spin des deux électrons est
antisymétrique, comme il se doit pour des fermions.

2. Comme ¥, et H;, sont des produits tensoriels, nous avons,

. 1 1
(U |Hy W) = —(p; ¥z |pi ) — 2e*(T ;| —|T;)
2m |1
_ 1 Ul |p UL ) — 22 (Wi 1 o
—ﬁ(Pi 7Ipi¥y) — 2e*( Z||1‘_i|| 7)
1 i i 2 iy L
= ﬁ(viqulviqu> —2e (‘I’Z||r—i||‘l’z)-

En passant en coordonnées polaires r; = (r cos ¢ cos6,rsing cos0,rsin0) et comme 1), est
radiale, alors les intégrales angulaires sont triviales, et nous avons

2
. . . 1 .
(W7 |Hy|¥z) = 5—(0, 9710, 97) — 2e2 (WL |=|¥L)
m r
2

. o 1
=5 (ao(ari‘lflzlari‘l’lz) - 4(‘1’lz|;|‘ljlz>)

7362 [ T 2n 72 4
= 3 f drf dOJ dpr?sin® (— - —) exp(—Zr/ay)
27Ta0 0 0 0 Qo r

273> (% (2%
=— —r°—4r | exp(—Zr/ay)dr.
0

aO ao

Avec le changement de variable A = 2Zr/a,, nous obtenons

( |Hi|\I/)—Z€2 Y —*dx—zez(z 4)
2022 = 50y ), 72 ¢ T 5 '

3. L'énergie d’interaction est donnée par

3,2

76,2 s 5. exp(—2Z (It |+ Ira]) /ag)
d ry d ry )
R |ty — 1yl

1Wz)




Afin de calculer cette intégrale, nous choisissons les coordonnées sphériques suivantes

r; = R(64,91)(0,0,77), ry =R(0,, 92)R(61,91)(0,0,15),

ou R(6, ¢) désigne la rotation 'azimut 6 dans le plan engendré par (0,0, 1) et (cos ¢, sin ¢, 0).
En d’autres termes, (11, 61, ;) sont les coordonnées sphériques standard par rapport a 'axe z
et (ry,0,,¢,) sont des coordonnées sphériques par rapport a 'axe r;. Dans ces coordonnées,
nous avons

Ir; —15]% = r12 + rg — 2r 19086,
et par conséquent en effectuant les intégrations angulaires triviales, nous obtenons

876¢2 exp(—2Z(r, +1y)/a
(U, |W|Wy,) = J drlf drzf do, rlr2 sin 0, p( (1 + r2)/ o) .
V12 +r2—2rr,cos0,

Premierement pour calculer I'intégrale sur 6,, nous faisons le changement de variable u =
cos 05,

i sin 0,d6, + du
Vi +12—2rryc0s0, Jo1 y/ri4ri—2rru
1
2 .2 2, .2
= — re+rs+2riry — r+r—2rr)
rirs (\/ 1 2 172 \/ 1 2 172
1

= r1+r2 |r1 r2|)

iy max( r,7y)

Par conséquent, I'énergie d’interaction est donnée par

(Uz[Ww,) = dry dry ryrymin(ry, ry) exp(—2Z(ry +1r2)/ap)

7 2 [ 00

_ e dllj Ay Ay Ay min(Ay, Ay)e~P1t72)
2a9 J, 0

= J A2, Mt Adn,da,
Qo Jo Ja,
Ze? [ 5 Ze?

=— | A(1+r)ePhdry=-"—.
a J, 8 ag

4. Lénergie totale du systeme est

1 Ze? 27
BZ) = (WalHN;) = (o l310) + (3o + (oo = 2 (2= ).

5. Le minimum de I'énergie totale E(Z) est caractérisé par E'(Z) = 0 c’est-a-dire

27 729¢>
Z7="~1.69, E(Z)=—

~ —77.49eV.
16 256(10 ¢

Le résultat Z < 2 correspond au fait que la charge ressentie par un électron est réduite par la
présence de l'autre électron. Sans écrantage, c’est-a-dire si Z = 2, '’énergie serait

11e?
E(2)=——— =~ —74.83eV.
4a0
La valeur expérimentale est donnée par E = 78.8 eV et donc le principe variationnel permet
de déterminer I'énergie du niveau fondamental de ’hélium avec une précision bien améliorée
par rapport a celle donnée par E(2).



3 Systeme a trois spins

L'espace de Hilbert de trois particules de spin 1/2 dont on ignore les variables orbitales est # = C2®
C? ® C? et soit J = S; + S, + S5 le moment cinétique total des trois particules. En posant 1 = 1, une
base de ## est donnée par les vecteurs propres de Sy, So, et Ss,, Cest-a-dire par {|e1, €5, €3), & = £}
avec

&
Sizl€1,€0,63) = E|€1,€2,€3) .

Une base dans lesquels J?, et J, sont diagonaux est donnée par
{']:m]>)] € {%7%} amj € {_J:)]}} )
avec
P, my) = j( + Dlj,m;) Jolj,my) = mylj,m).

L’action de J, sur |eq, &5, €3) est donnée par

_ &1 + 23] + €3 _
Jzl€1, €, €3) = - 5 le1, €2, €3) —mj|€1;£2>83>:
\ _ £3 il _ 3
ou donc m; = (e1+ &5+ £3) /2 peut prendre les valeurs =~ ou 5. Dans le sous espace ou m; = ==

le spin est j = % et donc

2,20 = |4, 4, 4).

En agissant avec I'opérateur J; nous obtenons

1 1
3 +1 3 £33y _ + + +, + +
|§s 2 ) \/§J:F|E’ 2 ) \/§ (Sl:F SZZF SS:F) | 272 )

1
=—(F &) +|E,F 1)+ |+ £F).
V3

Il reste donc a trouver le sous-espace avec j = % et m; = :I:%. Par le calcul précédent, il s’agit de

+ il + -
2 71) dans le sous-espace &, caractérisé par m; = 71 Explicitement, le sous
espace &, est engendré par

{7 £ %), 157 1), |5, +F)},

et donc le complément orthogonal a 3, izl) dans &, est de dimension deux. Pour trouver ce com-

plément orthogonal, nous utilisons la méthode de Gram-Schmidt,
1
1T, +,4) - &, 2T, £,4)12, 2 = w¢i> maﬂ—yttw,

si bien que en normalisant, le premier vecteur de base du complément orthogonal est

1 %1
L2, =

1
92 9 /1 ﬁ(ZFF,:E,:l:)_l:E,:F,:E)_|:|:,:|:,:F>)

En continuant pour trouver le deuxiéme vecteur,

1 1
£ F8) - (5 SRR T 16 S IEFR DG Th= T8 - S5 £F),

donc en normalisant, le second vecteur de base du complément orthogonal est

1
11,2y, = —(+,+ ) - |+ £ 7).
27 2 ﬁ

;s . + . .
Comme vu précédemment, le sous espace avec j = % etm; = 71 est de dimensions deux, et donc

les opérateurs J? et J, ne forment pas un ensemble complet observables qui commutent.



