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Mécanique quantique II
Corrigé série 10

1 Diffusion par un potentiel central

Le but est d’étudier la diffusion d’'une particule de masse m dans le potentiel central
2 1

vir=- ma? cosh?(r/a)’

aveca > 0.
1. L’équation de Schrodinger pour la partie radiale de la fonction d’onde est

o +2m E+ i ! 0
u — u = ,
Ok g2 ma? cosh?(r/a) 0k

c’est-a-dire 9

7 2 —
uo’k +k Up k + 22 coshz(r/a)uo’k 0,
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En posant y(x) = ug x(ax), 'équation devient

y" +a*k*y + 22 y=0,
cosh” x

et donc la solution générale est donnée par

y(x) = Ael®* (tanh x — iak) + Be "% (tanh x + iak) .
La condition au bord u (0) = 0 devient avec le changement de variable y(0) = 0. Comme

y(0) = —iakA+ iakB,
alors A= B et la solution est donnée a une amplitude pres par
y(x) = €% (tanh x — iak) + e 7% (tanh x + iak) = 2 cos(akx) tanh x + 2ak sin(akx).

En effectuant le changement de variables inverse,

ug x(r) = y(r/a) = 2cos(kr) tanh(r/a) + 2ak sin(kr).

2. Lorsque r & 0o, le développement asymptotique de ug (1) est
ug (r) ~ 2cos(kr) + 2ak sin(kr).

Pour trouver le déphasage, il faut réécrire cette expression comme un sinus avec déphasage.
Le développement asymptotique peut se réecrire comme

1 . .
ugx(r) ~ n [(ak +1) ek — (ak —1) e_lkq = Asin(kr + &),
avec

1
A=2|ak +i| =2V 1+ a?k?, 6, = arg(ak +1i) = arctan (_k) .
a



3. La contribution a la section efficace de 'onde s est donnée par

4t ., 4nm 1 _ 2mh*
2 O k2 1+ a2k~ R2mE +2a2m2E2 "

2 Diffusion a basse énergie et approximation de Born

Le but est de calculer la section efficace a basse énergie du potentiel donné par
-V, r<a,
v =4 "
0, r>a,

et de comparer le résultat avec 'approximation de Born.

1. Dans la région r > a, 'équation de Schrdédinger pour la fonction d’onde radiale est

[(1+1 2mE
u;’,l+(k2— (r2 ))uk,l:o, k

et dans la région r < a,

[(1+1 [2m(E + V,
u/k/,l + (klz - (rz )) uk,l :O, k/: —( hz O) .

La diffusion a basse énergie est dominée par 'onde s, c’est-a-dire par [ = 0, dont la solution
générale peut s’écrire comme

hZ

>

o Asin(k’r)+Bcos(k'r), r<a,
U o(r) =
k0 Csin(kr + &¢), r>a,

avec A,B,C,6y €R.

2. La condition au bord uy 4(0) = 0, impose que B = 0, et les constantes A et 6 sont fixées par le
fait que uy o doit étre contintiment différentiable en r = a :

Asin(k’a) = Csin(ka + &),
Ak’ cos(k’a) = Ck cos(ka + &) .

Pour déterminer 6, qui est la seule quantité qui nous intéresse, il suffit de diviser les deux
équations entre elles,
ktan(k’a) = k" tan(ka + &),

C’est-a-dire "
5, = arctan (P tan(k’a)) —ka.

3. La limite de basse énergie correspond a k ~ 0 et k’ ~ k, avec

2mV0
kO = ﬁz 5

tan(k
50wka(M—1).

koa

et par conséquent,

La section efficace est donc

k2

tan(kqa) B 1)2

. 9
0o = =5 sin“0¢g ~ 4ma
koa



4. Dans l'approximation de Born, si k est la norme du vecteur d’'onde et 6 I'angle de diffusion,

alors
. (0
k=2ksin| — |,
2

et 'amplitude de diffusion est donnée par

f@)= =2 [ rsingerverydr = 2% [ singerdr = 27 fsingea) (k)]
= - rsimm(kKr r r = r Sin|Kr r = SIN(Ka ) — Kacos\Kka .
mx ), mx Jo h2x3

5. Dans la limite de basse énergie, k ~ 0, donc x ~ 0, si bien que

£(0)~ 2mVya®
3%
et donc la section efficace est donnée par
o= [ [P an~ 2o
¢ on*

6. Dans la limite V; ~ 0, alors ky ~ 0 et donc la section efficace du point 3 est

tan(koya) 2 , [(ksa® > 4rnkga®  16mm*VZa®
—— 1| ~4mna = = .
koa 3 9 o>

oo ~ 4na’ (
Par conséquent, dans la limite de basse énergie E ~ O et de potentiel faible V;, ~ 0, 'approxi-

mation de Born coincide avec le calcul exact.

3 Déphasage de ’'onde p par une sphere dure

Le but est d’étudier le déphasage 6, de 'onde p, i.e. [ = 1, associée a la diffusion par une sphére
dure,
—00, r<a
V(r)= {
0 r>a.

1. Lorsque r > a, '’équation de Schrodinger pour la fonction d’onde radiale est

[(l+1 2mE
u;’)l+(k2— (rz ))Uk,ZZO, k=\/?,

et dans cet exercice nous choisissons [ = 1, pour avoir la diffusion de 'onde p. Avec le chan-
gement de variable ¢(x) = u; x(x/k), I'équation devient

4 2
"+ ({1=-=|p=0,
x

et il s’agit de vérifier que

sin x CcoS X .
p(x)= —cosx+c¢ +sinx |,
x
est solution de cette équation différentielle. Nous avons
, cosx sinx sinx cosx ) p(x)
p'(x)= ———+sinx+c| —————5+cosx | =sinx +ccosx — —,
X x x x x
/ .
) P'(x)  x) sin x cosx . 2p(x)
¢”(x) =cosx — csinx — +—=- +cosx —c +sinx | + ——,
x x

si bien que I’équation est satisfaite.



2. La condition au bord est uy ;(a) = 0, et comme

sinka coska .
up1(a) = p(ka) = —coska+c +sinka |,
a
la solution est donnée par
coska — % _ kacoska —sinka

C = - . .
sinka + Coksi kasinka + coska
a

3. Lorsque r ~ 00, le développement asymptotique de la fonction d’onde radiale est donné par
up1(r) ~ —coskr +csinkr.

Pour déterminer le déphasage &, il faut mettre cette expression sous la forme d’un sinus avec
déphasage,

1 . . T
U1 (r)~ ~3 [(1 +ic)ef + (1 - ic)e_lkq = —Acos (kr +6;) = Asin (kr -5 + 51) ,
avec
A=1+ic|=v1+c?, 6, =arg(1+ic) = arctan(c).

4. Dans la limite de basse énergie, k ~ 0, le déphasage est donné par

(ka cos ka — sin ka) (— (ka)g) (ka)®
6, = arctan A arctan 3 A — .

kasinka + coska 3

Le déphasage de 'onde s est donné par 6, = —ka et donc 6; est négligeable devant 6, dans
la limite de basse énergie.



