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Echauffement. Calculer les intégrales et primitives suivantes :
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0
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5. /@f(x,y)dx =il n’y a rien & faire,
6 d/of(t)dt——d/xf(t)dt——d(F()—F(O))——f() A F est une primitive de f
>y =@/ = (Fle = z) ot I est une primitive de f.

Exercice 1. Calculer les intégrales et primitives suivantes :

1. /07r sin(z)dzr = — cos(x) .

> 1,.2 1,.2
2. / ze 2% dx = —e 27
0

3. La premiére chose a faire est de décomposer l'intégrant en fractions primitives :
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(z+1)(x+2) z+1 z+2°

Ainsi

/OOo (Iil _x—1|—2) - [ln(xﬁ-l)—ln(x—i-?)}zo: {m(iii)}j

, 141 1
= xlgréo In (1 m i) —1In (2> =In(1) + In(2) =1n(2) .

4. Soit le changement de variable :

x = sin(y) , y = arcsin(x) , dx = cos(y)dy .

Ainsi,

/dy =y+ C =arcsin(z) + C.

=

5. Soit le changement de variable :

x = sinh(y) , y = arcsinh(z) , dz = cosh(y)dy .

Alors,
cosh(y

dx /
/V1+x2 \/1+s1nh2

/dy =y + C = arcsinh(z) + C'.



6. Avec les changements de variables suivants
y=x+1, r=y—1, dx = dy
Y
t= s = \/gt ) dy = \/gdt K
/3 Y Y
d
u = arctanht, t = tanhu , dt = u2 ,
cosh” u
on obtient
dx dy 1 dt 1 1 z+1
= =—— | — =—— [ du = ———= arctanh | — C.
/:1:2—|—2z—2 /y2—3 \/5/1—# \/3/” 3 e <\/§>+
7. Soit le changement de variable :
y=In(1l-2a), r=1-¢", dr = —e¥dy .

Ainsi en intégrant par parties,

/ln(l—x)dx:—/yeydy:—/y(ey

) dy = — (yey - / 1ey)

—(l-ye?!+C=(1-In(1-z)(1-2)+C.

8. Avec les changements de variables suivants
. . dy
y =sinzx, x = arcsiny , dx = ,
cos T
t:%, y=2t, dy = 2dt ,
alors
/ cos(z) d — / dy B 1/ dt
(2 +sin(x))(2 —sin(z)) ) Q+y)2-y) 2] 1+
1. 1+t 1. 2+sin(z)
=-In—+C=-ln—— = +C.
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Exercice 2. Pour z € [0,1], v/ > 22 et donc I'aire A cherchée est donnée par :
A:/l(ﬁ—xQ)dx: gx3/2—1m31: 2 L) 1
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Exercice 3.

1. Pour tout € R\ {1} et pour tout A > 1,

= 1—a" 1 1l—a 1-a

/* da 1 A A 1
1

Pour que l'intégrale converge, il faut que )\lim A existe, ce qui est le cas pour 1 —a < 0, i.e. o > 1.
—+00

Finalement, pour o = 1 et pour tout A > 1,
A A
d d A
/ i’:/ & ()| =mO).
1 T 1 1
Comme la limite lim In(\) n’existe pas, I'intégrale diverge pour o = 1.

A——+o0

2. Pour tout o € R\ {—1} et pour tout A € (0,1),
1

1 1 A
/ 2%de = —— gt = (1 — /\Ha) .
A 1+« 1 1+«

Pour que l'intégrale converge, il faut que )\lim+ AT existe, ce qui est le cas pour 1 +a >0, i.e. o > —1.
—0

Finalement, pour & = —1 et pour tout A € (0, 1),

1 14 1
/ % dx = / — dr =1In(z)| =—1In(A\).
A Az A

Comme la limite )\limJr In(\) n’existe pas, 'intégrale diverge pour av = —1.
—0

Exercice 4.

o 1,2 1,2
1. Une primitive de ze~ 2% est —e™ 2% , donc

o0 1.2 > 1.2\ 1.2
/ 2272 dx = —/ T (6_59” ) dr = —ze™ 2"
0 0

+/ e 2 dy = /2.
0

0
2. Soit
/B
I :/ e sin(fz)dx .
0

En intégrant par parties,

1 (e 1 . /B /B
I= —/ (e**) sin(fx)dr = — |e** sin(Bzx) —ﬁ/ e“* cos(Bx)dx
a Jo @ 0 0
6 ~/B
=—= e cos(fz)dzx .
@ Jo
En intégrant & nouveau par parties,
1= B ey costganie = 2 | costpn|" 18 [ e sn(pn
= ; (e cos(fBz v =——5 | cos(fz . + /0 e™” sin(Bx)dx
_5 (o2 +1) - 1] .
2

Ainsi on obtient une équation pour I qui peut étre résolue,

I= %ﬂ? (e‘”/ﬂﬂ) .
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3. Pour simplifier I'intégration, on considére le changement de variable y = ax,

0o 1 b/a 1 0o
/0 e “x"dx = li e Yydy = o /0 e Yy"dy .

a"‘*‘l b—o0 0

11 suffit donc de calculer -
I, = / e Yy'dy .
0

Pour n =0,

= — lim [e_A—l]zl.

A
‘O A—00

Iy :/ e Ydy=— lim e
0

A—00

Pour n > 0 et en intégrant par parties,
o0 ' )\ oo
I, = 7/ (efy) y"dy = — lim [e*yy”] + n/ e Yyt =nl, 1,
0 A—00 0 0

car e~ décroit plus vite que n’importe quel polynéme donc la limite est nulle. Pour résumer, on a donc

montré que
Iy=1, I,=nl, 1.
Par conséquent, en appliquant la seconde égalité plusieurs fois,
In=n-I,1=n-(n—-1)- I, o=...=n-(n—=1)-(n—2)...2-1- Iy =nl,

donc finalement

> —axr _n o I" _ 77,'
o S R
4. Soit .
' o m)! n!
Pour n = 0,
bb—a)m (b—x)™ " (b—a)m!
Imo= ——dr = — =
’ a m! (m+1)! |, (m+1)!

Pour n > 0 et en intégrant par parties,

== [ (G

(b—a2)"t (z —a)" |’

b _ m+1 _ n—1
+/ (b—2x) (x —a) de

(m+1)! n! (m+1)! (n—1)!
= Im+1,n-1 -
Pour résumer
(b _ a)m+1
Im = T\ Im n — dm n—1,
-0 (m+1)! ’ tln-l

et donc en appliquant plusieurs fois la deuxiéme identité,

(b _ a)m+n+1

Im,n = dm+1n-1— Im+2,n—2 = . = 1dm+4n,0 = m .



