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Corrigé série 6

Echauffement

1. On cherche trois nombres réels x, y et z tels que
vy =xa1 +yaz+zas.

Ceci revient a résoudre le systéme d’équations suivant :

1 1
—(x +y) =200, —(x —y) =125, z =3930,
\/5( Y) ﬂ( Y)
et ainsi 395 5
V1 :—a1+—a2+3930a3.

V2 V2

2. Le produit scalaire est

(vi,v2) = (=1) +2+(=3) = -2,
et le produit vectoriel est
-1 1 —-3-2 -5
vAvg=[1|Al 2 |=]-B=-1)]=1[-2
1 -3 -2-1 -3

Exercice 1.
1. Les vecteurs {vy, v2,v3} ne sont linéairement indépendants, car 3vy — v + 2v5 = 0 ou vy = 3v; + 2v3.

2. On voit facilement que les vecteurs vy et vz sont linéairement indépendants, c’est-a-dire que
avy + Bvg =0 = a=p=0.

insi, comme vy peu Xprimer comme un mbinaison linéair vy et v r remier point, il sui
Ainsi, comme eut s’e er comme une combinaison linéaire de v; et vz par le premier point, il suit
que lensemble {v1,v3} forme une base de E. La dimension de F est donc deux.

3. L’ensemble des vecteurs de E forme un plan.

4. On cherche un vecteur v € R3 qui soit orthogonal & E, i.e. tel que
Yo eFE, (u,v)=0.

Il faut et il suffit pour cela que u soit orthogonal aux deux vecteurs d’une base de F, car, par bilinéarité
du produit scalaire, u sera alors orthogonal a tout vecteur de E. Avec la base trouvée au point 2.,

0= (u,v1)=ur-14+us-04+us-1=wu; +us,

0= (u,v2)=ur-14+us-14+uz-0=m1u; +us.
Les solutions de ce systéme d’équations s’écrivent, en termes d’'un paramétre A € R :
U1:)\, 'LLQZ—)\, ’LL3:—)\.

Autrement dit, tout vecteur de la forme (A, —\, —\) avec A € R est orthogonal & E.

Remarque : En fait on a ainsi déterminé I’ensemble des vecteurs orthogonaux a F, qui est donc le sous-
espace vectoriel de dimension un de R3 engendré par le vecteur (1, —1,—1),

Et =(1,-1,-1)) .
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Exercice 2.

1. Les sous-ensembles suivants de R™ sont-ils des sous-espaces vectoriels ?

a) A = {(z1,...,2z,) ER™ : 31 iz; =0} est un sous-espace vectoriel de R™. En effet, pour tout
r,y€ Aet \e€R,

n

Zi(a:i—i-/\yi) :Zixi—F)\Ziyi:O,
=1 i=1

i=1
et donc x + Ay € A.
b) B = {(x1,...,2,) ER™ : Y7  x; = 1} n'est pas un sous-espace vectoriel de R". En effet, B ne

contient pas le vecteur nul (0,...,0).

2. Le sous-espace vectoriel A correspond & une droite passant par zéro alors que le sous-espace B est aussi

une droite mais ne passant pas par ’origine.

$1+$2:1

—2

Remarque : Le sous-espace B est un espace affine car il s’agit de l'espace vectoriel

B = {(9:1,...,%,,)6]1@" : Zg;i_o} ,
i=1

qui est translaté du vecteur (1,0, ...,0) par rapport a 'origine, comme le montre la figure précédente. Ainsi B

peut s’écrire comme somme d’un point de B plus de I’espace vectoriel B’ :

B=(1,0,...,0)& B .

Exercice 3. Soit {v1,...,v,} une famille orthonormale de vecteurs de E. Supposons que
n
i=1
11 faut montrer que \; = 0 pour tout i € {1,...,n}. Comme {vy,...,v,} est une famille orthonormale, pour

tout j € {1,...,n},

0= (’Uj,O) = (Ujai:)\ivi> = Zn:)\z ('Uj,'Ui) = ETL:AZ(SJZ = )\j .
i=1 i=1 im1



Exercice 4.

1. Pour exprimer x dans la nouvelle base il faut résoudre le systéme

4 0 1 0
3l=M 1]+ ]|0]+As3]|1],
6 1 0 2

dont il est aisé de voir que A1 = 0, Ao = 4 et A3 = 3 est une solution. Ainsi x = 4vs + 3vs.

2. Par le procédé de Gram-Schmidt :

0 0
N al
a; = bl = 1 y a; = — 1 s
1 al, \[ 1
1 0 1 1
ag = b2 — (bg,al) 1= 0 — E = 0 s &2 a2 O
0 0 (az,a 0
0 3 0 0 )
az =bg — (b3, a1)a; — (b3,a2)ae = |1 | -z |1|=5|-1], as= — | -11,
2 2 2
2 1 1 Viasas) V2 1
et donc {a1, ag,az} forme une base orthonormée de R3.
3. Comme
9 3
r,a1) = —, r,00) =4, r,a3) = —,
( 1) \@ ( 2) ( 3) \/§
alors

9A+4A+3A
—a as + —a
\/51 2 \/§3

Remarque : Au point 1. les coefficients ne sont pas donnés pas les produits scalaires (z,b;) puisque la base

xr =

{b1, b2, b3} n’est pas orthonormée.

Exercice 5.

1. Soient p = (—1,1,2) le vecteur déterminant lorigine du plan et by = (1,1, 3) et by = (0,1, —1) les vecteurs
générateurs du plan. Pour obtenir un vecteur perpendiculaire au plan 2 il suffit de trouver un vecteur
non-nul b3 € R3 qui ne soit pas engendré par {b1,bo} et d’appliquer le procédé de Gram-Schmidt a la
base {by,b2,b3} de R3. En choisissant b3 = (1,0,0), on obtient :

1 o 1 1
a; = bl = ; ) ay = /7(a17a1) /7 21)) )
JUR 1 ’ . asg
et =gy “ m(
N ~ N N 2 4 R as 1
AR Y A NG f



Alors le plan € est caractérisé par :
Q= {p+pa +vas, p,veR},

et comme {a1,as, a3} forme une base orthonormée de R? alors le vecteur normal au plan € de norme 1
est donnée par as.

2. Le vecteur by X by est perpendiculaire au plan €2, c’est-a-dire :

1 0 —4
bl X b2 =11 X 1 = 1 = —\/E(Alg .
3 -1 1

Exercice 6.
1. Comme f et g sont représentées par des matrices symétriques, les deux applications sont bilinéaires et

symétriques. De plus f est définie positive car pour tout = # 0,

flx,x)= (;1:1 :1:2> (i 1) (2) =(z1+x) 2 +22>0.

T
L’application g n’est pas définie positive puisque pour z = (1 —1) par exemple,
g(z,z)=-2.

Par conséquent f est un produit scalaire sur R? mais pas g.

2. En appliquant Gram-Schmidt :

1 ay 11
ay =e = (O) 5 1= 7][ (CLl’al) = 7\/5 <0> ,
- . (0O 11y 1(-1 . as 1 (-1
az = ez — f(ez,a1)a; = 1] 2\o) 2\ 2 )’ az_m_ﬁ 2 )’

et ainsi {a;,a2} est une base orthonormée relativement a f de R?, comme il est possible de le voir

Q>

explicitement en montrant que f (a;,a;) = d;;.



