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Echauffement L’équation

se résout par intégration directe :

y’:/y”dx:/adx:ax—i—v

ot v € R. En intégrant une nouvelle fois :

1
y:/y/dCU:/(CLCC-i-U) dxziax2+vx—|—y0
ou yy € R.

Remarque : Cette solution générale correspond au mouvement unidimensionnel uniformément accéléré.

Exercice 1. L’équation différentielle
/

(y —zy')’ = —2y

est une équation de Clairaut car en prenant la racine :

y=axy £/ -2y.

La solution générale triviale est donnée pour C' > 0 par :
y(x) = —Cx +V2C,

et I'autre solution est donnée par :

c’est-a-dire en éliminant p,



Exercice 2.
1. Premiérement il faut trouver une solution gy de I’équation homogéne
Yo — tan(z)yo = 0.
Par séparation des variables,

? =tan(z)dr = Inly| = /tan(m)dx = —1In|cos(z)| ,
0

et donc une solution de I’équation homogéne est donnée par :

1
cos(x)

Yyo(x) =

La méthode de variation de la constante consiste & chercher une solution y, de I’équation inhomogéne sous
la forme
C(z)

cos(z)

yp(x) = C(x)yo(z) =

En substituant dans ’équation différentielle et en intégrant par parties,

C'(x)

cos(x)

=z = C(C'(z)==zcos(z) = C(z)= /xcos(x)dx = cos(z) + zsin(z),

et donc une solution de I’équation inhomogéne est donnée par :
yp(x) = 1+ xtan(x).

Par conséquent la solution générale de 1’équation inhomogéne est donnée pour C' € R par :

C

cos(z)

y(x) = yp(x) + Cyo(x) = 1 + z tan(z) +

2. 11 faut tout d’abord trouver une solution yo de I’équation inhomogéne
Yo+ yocos(x) = 0.
Par séparation des variables,

dyo

= —cos(z)dr = Inlyo| = —sin(z),
Yo

et donc une solution est donnée par :
— sin(x) ]

yo(x) =€

En substituant )
yp(@) = C(a)e ")

dans I’équation inhomogéne, nous obtenons
C'(x)e™ @ = cos(z)® = Cfx)= /esm(””) cos(x)3dx .
Pour intégrer, il faut effectuer le changement de variables ¢ = sin(z), puis intégrer par parties :
C(z) = /et (1—t*)dt =e" — /ettzdt =—(1-¢*)e" = —(sin(z) — 1) 2esin(@)

Ainsi, la solution générale de ’équation inhomogéne est donnée pour C' € R par :

y(z) = yp(z) + Cyo = Ce~ sin(z) _ (sin(z) — 1)2 :



Exercice 3. L’équation
Y+ Yy _ 22 y2,
x
est une équation de Bernoulli et donc il faut effectuer le changement de variable v = 1/y afin d’obtenir une
équation linéaire :
/ v 2

v — = =—x".
T

Par séparation des variables, une solution vy de I’équation inhomogéne est donnée par :
vo(z) = 2.

En substituant

dans I’équation inhomogéne pour v,

Par conséquent la solution générale est donnée par :

v(z) = vp(z) + C'vg(z) = _71 (P +C2) o ya)= xg:—igcx

Exercice 4. L’équation différentielle

est une équation de Ricatti et donc il faut trouver une solution particuliére a la main. De maniére triviale

yp(x) = = est une solution de I’équation et en substituant

1
y:ﬂf—f-*,
v

dans ’équation, on obtient une équation linéaire pour v,

r—1

4 e
V4= 92

Une solution de ’équation homogéne est donnée par

et donc en substituant

dans I’équation inhomogéne,

11—z d [e* e’
Clx) = Yde=— | — | =— |de =——.
(=) / 222 ¢ _/ dx <2x> * 2x
Ainsi, la solution générale est donnée par :

o) = upo) + Cne) = =3 (34 0) &y =a-

x

avec C' € R.



Exercice 5. L’équation différentielle

F4+wiz=0
est linéaire & coefficients constants. En substituant ’ansatz

z(t) = eM

dans ’équation on trouve que
MM 4 w?eM =0

c’est-a-dire A = +iw. Par conséquent la solution générale est donnée par :
x(t) = Cpe™t + C_e ™1t
avec Cx € C. En redéfinissant les constantes, la partie réelle de cette solution peut aussi s’écrire sous la forme
z(t) = Asin(wt) + B cos(wt) .
Une autre maniére de résoudre le probléme est de poser & = p(x) et donc I’équation devient
pPp+w?r=0.

Par séparation des variables,

1 1 1

avec C' € R et ainsi,

p(z) = VC? —w?a?.

Finalement il reste a résoudre ’équation & = p(z) ce qui peut étre effectué par séparation des variables :

P dx 1 L (wT
—tg = T ;arcsm <6) ,

et donc la solution générale est donnée par :

avec C' € R et tg € R.

Remarque : Cette solution générale correspond au mouvement d’un oscillateur harmonique unidimensionnel

d’amplitude A = % et de phase ¢ = wty.



