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Echauffement

1. Le cylindre de rayon R et de hauteur h est paramétrisé en coordonnées cylindriques par

{(rcosf,rsinf,z):0<r<R,0<f0<2met0<z<h},

R 2 h
V:/ / / rdzdfdr = tR?*h.
0 0 0

2. La sphére de rayon R est paramétrisé en coordonnées sphériques par

si bien que son volume est

{(rcosfsing,rsinfsing,rcosg) : 0<r<R,0<O<2met0<¢p <7},

R 27 T 4
Vz/ / / rsingdpdfdr = —wR>.
o Jo Jo 3

3. En coordonnées cylindrique la sphére de rayon R est donnée par

si bien que son volume est

{(rcos@,rsin&,z):O§T§R,0§0<27r et |z| < \/ﬂ} 7

et donc son volume est

R p2m +vVR2Z—r2 R R? 4
Vz/ / / rdzd@dr:47r/ ’I“\/RQ—’I“QdT:QT(/ \/adu=§7rR3.
o Jo J- 0 0
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Exercice 1.

1. En regardant la figure de I’énoncé, une paramétrisation est donnée par

p:[0,27] x [0,27] — R?
(0,0) = ((R+rcosy)cosd, (R+rcosp)sinb, rsingy) .

2. Les deux vecteurs tangents sont donc
Ogp = (— (R+rcosp)sing, (R+rcosp)cosd,0), 0O,p = (—rsinpcosf,—rsinpsind,rcosy) ,
si bien que le vecteur normal est
S =0p A Iyp = ((R+ 1cos ) rcosfcosp, (R+rcosy)rsinfcosy, (R+rcosy)rsing) .

3. L’aire de tore est donnée par

27 2 2m
A:/da:/ / ||S||dapd9:27rr/ (R+7cosp)dp = 4m*rR.
T o Jo 0



Exercice 2.

1. Une paramétrisation de -y est

v:1[0,27) — R3

0 (rcosf,rsind,0)

et donc
7' () = (—rsiné,rcosb,0) ,

2m 2T
/g-dlz/ g~7’d0:/ r?cos?0df = nr?.
¥y 0 0

L’intégrale de cos? peut étre obtenue en remplacant cos par % (ew + e‘“”) ou en utilisant la formule
pour 'angle double, cos? 6 = 3 (1 + cos(26)).

si bien que

2. Une paramétrisation de la calotte sphérique supérieure est donnée par

q:[0,27) x [0,3) — R?

(0, ¢) — (rcosfcos @, rsinb cos ¢, rsin @) ,
et comme
0pq = (—rsinf cos ¢, r cosf cos ¢,0) , 049 = (—rcosfsing, —rsinfsin ¢, rcos @) ,
alors le vecteur normal est
S =0pq N 0Opq = (r2 cos 6 cos? ¢, % sin 0 cos? @, 12 cos P sin (;5) .

Par conséquent, 'intégrale cherchée est

2 pm/2 27 pm/2 /2
/f~dS:/ / f~Sd¢>d0:/ / r2cos¢sin¢d¢d9:m2/ sin(2¢) d¢ = 7r?.
S 0 0 0 0 0

Exercice 3.

1. Une paramétrisation de la pyramide est donnée par

p:Bx[0,1] - R?
(z,y,A) = (1 = A) (z,9,0) + AP,

ou P est le point qui définit le sommet de la pyramide
P =(a,b,h) .

2. Ensuite le Jacobien est
11— 0 a—x

[detVp|=| 0 1-X b—y|=h(1-X?,
0 0 h

si bien que le volume de la pyramide est

! 5 h 1
V:// h(l—\) d)\da:f/da:th.
BJO 3 B 3
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Exercice 4.

1. La paramétrisation la plus simple du cylindre C' est donnée en coordonnées cylindriques
C={(rcosf,rsinfh,z):0<r<1,0<6<2ret |z] <3}.

2. Ainsi 'intégrale de f sur C' est donnée par

1 21 43
I:/de:/ / frdzdfdz
c o Jo J-3
1 21 43 +3 1
:/ / / 227 rdr df dz = 27r/ [—Ee_"2] dz
o Jo -3 _3 2 r=0
+3 1 3
:71-/ z(l—e_z)dz:ﬂ[(2—1—1)6_2—1—522}
-3

=7 (46_3 + 263) .

z=-3

Exercice 5. La trace de la surface paramétrisée par p est un cone de rayon R et de hauteur R.

Les vecteurs tangents sont

Orp = (cos ¢, sin g, 1) , Ogp = (—rsing,rcos¢,0) ,

et donc

S =0,pAJpp = (—rcosp, —rsing,r) .

Ainsi Paire du cone est

A:/Cdaz/OR/O%||S||d¢dr:/0R/027r\/§rd¢dr

R
= 2\/577/ rdr = V2rR2.
0

Exercice 6. En utilisant la paramétrisation donnée, le vecteur normal & la surface est

cos 6 —rsinf 2r (r—1)cosf
S=90,pAdhp = sin 6 A rcosf | =|2r(r—1)sind
—-2(r—1) 0 r

Ainsi ’aire du champignon est donnée par

2 27 2 27
A:/da:/ / ||S||d0dr:/ / Ir|\/4 (r — 1)+ 1d6 dr
C —-1J0 —-1J0
0 2
:27r<—/ m/4(r—1)2+1dr+/ m/4(r—1)2+1dr)
—1 0

=21 (F(—1) + F(2) — 2F(0)) ,

oul F' est une primitive vérifiant



Finalement, nous allons trouver une expression pour F', mais pour cela il est important de maitriser les fonctions

hyperboliques et I'intégration par changement de variable. Avec le changement de variable s = 2 (r — 1), nous

obtenons
F(r) :/M/4(r— 1)+ 1dr = i/@m)md&
Ensuite le nouveau changement de variable s = sinh ¢, permet d’intégrer cette derniére expression
/ (s42) Vs +1ds = / (sinht 4 2) cosh® t dt = é cosh® t + / (14 cosh(2t)) dt
= Zcosh®t 4+t + % sinh(2t) = é cosh®t + t 4+ sinh t cosh ¢
(1+ 32)3/2 + arcsinh s + sv/1 + 2

V142 (s*+3s+1) +arcsinh s,

Wl W~ Wl

ol nous avons utiliser les relations suivantes

cosh(2t) = 2cosh?t — 1, sinh(2t) = 2cosh¢sinht.

Par conséquent en revenant avec la variable r, nous obtenons la sublime expression suivante

F(r) = %m(@ﬂ—%—l) +iarcsinh(2(r—l)) .

Ainsi, I'aire du champignon est donnée aprés quelques simplifications par

A =21 (F(=1) + F(2) — 2F(0)) = % (13\/5+ 5v/17 + 9 arcsinh 2 — 3arcsinh4) ~ 29.53.



