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Echauffement En utilisant les relations
cos(z) = & (¢ +¢77) sinz) = & (¢ — %)

nous obtenons :

1.

sin(max) cos(nz) = 5 (e"F —e'MT) (e 4 )
i
— l (ei(m+n)x _ e—i(m-‘,—n)x + ei(m—n)w _ e—z’(m—n):c)
44
1
=3 [sin ((m + n)x) + sin ((m — n)z)] ,

1, . , A 4
sin(maz) sin(nz) = e (e® —emtme) (e — e7')
_ _Tl (ei(m+n)w + e—i(m—H’L);E _ ei(m—n)w o e—i(m—n)m)

=5 [cos ((m +n)x) — cos ((m — n)z)]

_1 [cos ((m — n)z) — cos ((m + n)z)] ,

cos(mz) cos(nz) = — ("™ + e~ (" + e )

]

_ (ei(m+n):c + efi(ern)x + ei(mfn)z + efi(mfn):z,)
43

1
=3 [cos ((m + n)z) + cos ((m — n)x)] .

Exercice 1. Premiérement pour n € N, nous avons

1 -1
o /. sin (nx) dx = 3 €08 (nz)|o™ =0,
et
L [ cosna) da = = sin (na) 2" =
— cos (nx) de = — sin (nx)|;" = dp0.
2 J, 2mn 0 +0

Par conséquent, pour [ > 1, nous avons

( ) 1 /T 9 1 27 ( )
Co,Cl) = — cos | —nx | de = — cos (nx)dx = dn0,
0’ l T 0 T 271 0 ’0

et

I 2 I
(co, 1) = T/o sin (;mc> dx = % /. sin (nz)dx = 0.



Pour k,l > 1, nous avons pour les cosinus

(cr,yc) = 2/Tcos 2—7Tkx cos 21130 dx = 1/2ﬂcos(kac) cos(lx) dz
kyCl) — T 0 T T — P o

1 2m
=— [cos ((k+Dx)+ cos ((k — l)x)} dz = k41,0 + Ok—1,0 = Ok,

2m Jo
pour les sinus
2 T . 2 . 2T 1 2T ) .
(sks51) = T/o sin (Tk’x) sin (Tl:v> dr = ;/0 sin(kz) sin(lz) dx
1 27
=5 [cos ((k—=1Dx)) —cos ((k + l)gc)} de = 31,0 — Oky1.0 = Okt »

et enfin pour les produits croisés,

2 [T 2 2 I
(ckys1) = T/o cos (;kx> sin <;lx) dx = ;/0 cos(kx) sin(lx) dx

1 27
=5 [Sin((kz + Dx) + sin((k — l)x)} dx=0.
™
Donc finalement en résumé, nous obtenons pour les valeurs d’indices ot sont définies les fonctions
(ckscr) = Ok, (8ks81) = Ok.1 s (ckys1) =0.
Remarque : cela prouve que les fonctions {cx}ro, U {s;},=, sont orthonormées.
Exercice 2. 1l s’agit de calculer explicitement les produits scalaires (c,, f) et (sn, f) avec ¢, et s, définis

a lexercice précédent, avec T = 27. De maniére générale, pour une fonction générale 2m-périodique f, les
coefficients de Fourier s’expriment comme

—~

ap =

1 2 1 T
en, f) = 7/ f(x) cos(nx) de = 7= f(z) cos(nx) dz

) cos(nx da:Jr—/ f(—=z) cos(—nzx) dx

3\
=

—z)] cos(nz) dzx ,

%\

et

b = (sn, f) = %/0 i f(z) sin(nx) de = % _ﬁ f(z) sin(nx) dz

= % /7r f(z)sin(nzx) dz + % /Oﬂ f(—x)sin(—nzx) dzx
\f/ —z)]sin(nz) dx .

En particulier, ces deux derniéres expressions montrent que si f est impaire, alors a,, = 0 et que si f est paire,
alors b, = 0.

1. La fonction f étant impaire, il suffit de calculer les coefficients b,,,

bn =

2 [T 2 [T 2 [cos(nz)]” 2
n

— f(z)sin(nz) de = (=1)sin(nz)de = — =
VT Jo \f 0 0oV
Par conséquent les seuls coefficients de Fourier non-nuls sont

A
T roan4 1



2. La fonction g est paire, donc il reste & calculer les coefficients a,,. Par intégration directe, nous obtenons

2 77 2 ™
aO:(co,g):m/o g(z)dx = \/ﬁ/ (m — 2x) dx:\/;[ﬂ'x—xQ]O:O,

et pour n > 1, en intégrant par parties,

an = (¢, 9) ) cos(nz) de = 7w — 2x) cos(nzx) dx
-7, o =l

22 | 4 [intra) o = [0
4

~ Jmn?

Ainsi les seuls coefficients de Fourier non-nuls de g sont

Jn
1-(-1)".

s 1
Gops] = —— ————
T T 2+ 1)

Exercice 3. Soit f la fonction 27-périodique donnée par f(z) = 22 sur 'intervalle [, 7]. Comme f est paire,
alors b,, = 0 et donc il reste a calculer les coefficients a,,. On a

_ _ _ Y2 5
ag = (co, f) = \/%/f x)dx = m/xdaz

et en intégrant deux fois par parties,

an = (Cnyg) = \f/f x) cos(nx) dx f/xcosnzd 47\1/;( 1"

La fonction f est étant continue, elle est égale & son développement de Fourier,

f()_a000+nzlancn—% g

En évaluant cette derniére expression en x = 7, nous obtenons la valeur de la série demandée

71

cos(nzx).

o0

=1 1 2
#=T e 2 XetT

n=1

Exercice 4.

1. Pour a € C, soit f, la fonction 27-périodique paire égale a e®® sur (0, 7). Comme f, est paire, pour tout
n € N*, b, = 0. Pour « # 0, nous avons

2 (" \/5&#—1
apg = (Coy fa) = —F— e dr =/ — ,
0 = (co, fa) ﬁ27r/o -

et pour n € N*,

1 [7 ‘ .
an = (Cn, fo) = \f/  cos(nr) dx = ﬁ/ e (e 4+ e ) da
0

Ainsi pour n € N*, lorsque o + n? # 0, nous avons

Ap =

1 e(a+'m)7r -1 e(a—in)ﬂ' -1 (_1)“ eaT _ 1 20
ﬁ( a+in a—in ) VT n?+a?’
et lorsque o = +in,

1 /ﬂ- (1 + :I:Qinz) d 1 + ei%nﬂ -1 f
ap = —= e r=—=|T4+—F | =Vm.
0 NG +2in

3



Par conséquent lorsque o = 1, la série de Fourier de f, est donnée par

1 IR n
fl(ZZ?) = ; (e” - 1) + ; ngl nZ+1 [(_1) e” — 1] COS(TL.T) )
et lorsque o = 1, par
filz) = % + cos(z) — L i 1 cos(2nx)
g T f=dn? — 1 '

2. Pour a € C, soit g, fonction 27-périodique impaire égale a e*® sur (0,7). Comme g, est impaire, alors
pour tout n € N, a, = 0 et pour tout n € N*,

bn, (Smga = \f/ sm nx d:c Zf/ om (ginw ﬂnz) do .

Pour n € N*, lorsque o +n? # 0, nous avons

b, =

1 e(a+in)7r -1 e(a—in)ﬂ' -1 1— (_1)” eam m
a+in a—in

i/ - N n?+ a2’

et lorsque a = +in,

+1 [T g +1 [erinT —1
b, = +2inz 1) dz = — = 47 .
v J (e ) du NG ( £2in 7T> ir

Par conséquent, pour a =1,

1 2
g1(x) = - > : +”n2 [1—(=1)"e"]sin(nz)
et pour a =1,
gi(z) = isin(z Z e sm (2nz) .

Exercice 5. Les coefficients de Fourier complexes de f’ sont donnés, en intégrant par parties, par

T
= %/o e/ T {1 (x)d = % {6_2’”””]”( e \f/ ( 2mn> e 2T f () da
1
VT

2min 1
T VT

ot ¢, sont les coefficients de Fourier complexes de f,

[ /T
= —= e T f(x)dx
7l

T
: 211
(& 2T”na:/Tf(£L')dCE = —mcn,

T



