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Méthodes perturbatives : Corrigé 3

1 Transformations conformes

Discuter les actions sur le plan complexe des fonctions f suivantes ainsi que de leur réciproque :
1.

1
z)=—,
1) = -
En prenant z = re'?, alors 27! = r~le7 et donc f applique un disque de rayon r sur un
disque de rayon 1/r et I'orientation est inversée.
2.
2
f(z) =27,
En prenant z = rel?; alors 22 = r2e? et donc f applique un disque de rayon 7 sur deux
fois un disque de rayon 72. La fonction inverse \/z est définie uniquement dans un plan privé
d’une ligne allant de Porigine & l'infini. En prenant z = rel?, alors v/z = /rel?/2, et donc un
demi-disque de rayon r est appliqué sur un disque de rayon /7.
3.

f(z) =¢.

En prenant z = x + iy, alors e = e®el¥ et donc f applique les lignes horizontales sur des lignes
et les lignes verticales sur des cercles en les recouvrant une infinité de fois. La fonction inverse
log z est définie uniquement dans un plan privé d’une ligne allant de 'origine & l'infini. Si
z = rel! alors log z = log r + it et donc un cercle de rayon r est appliqué sur une ligne verticale
allant de —m & 7 par exemple.

2 Transformation de Borel d’une série convergente

Soit

o0
= E anz”
=0

une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors la transformée de Borel de f est la fonction

1. Montrer que le rayon de convergence de la série définissant B est +00. Ainsi B est une fonction
entiere.
Soit r < R, alors

so1= 32l - 1 ()
<> (Z (“) )ian\rnze't”gan\r”

La derniére somme converge puisque r < R.

2. Soit 0 < r < R. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que
|B(t)] < Celtl/T



Comme la série de la borne du point précédent converge alors

|B(t)| < Cell/T .

3. En déduire que l'intégrale

L(s) = /000 B(t)e sdt

converge absolument pour tout s € C tel que Re(s) > R~

En prenant dans le point précédent, r tel que

1
RT(S)<T<R7

alors l'intégrale converge absolument.

4. Pour Re (z‘l) > R, soit
1 1 1 [
=-L(=)= B(t)e t*dt.
9(2) = - <Z> Z/O (t)e

= g(z) pour tout z € D ou

D={z:Re(z")>R"}.

Montrer que f(z)

Comme L(s) est fini pour tout s € C tel que Re(s) > R~}
alors on peut permuter la somme et la série dans la définition de L(s)

:/ B(t)e_Stdt:/ (Z iﬁtn) e Sdt

n=0
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Ainsi

pour tout z € D.

, et que la convergence est absolue,

5. Considérer les exemples suivants :

(a) an=1, m)%zmﬂ%), (b)

Pour le premier cas,

*' =€
=l
Pour le deuxiéme,
2 1+ 22’
n=0
n ce th
n
Zcos ( ) = Z (—1) = cos(t) .
n=0

(2n)!
Enfin pour le troisiéme,
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