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Elements de réponses pour I’Exercice 1

1.

nldtm T+et”
a des poles en i(2k + 1)7 pour k € Z. Elle est analytique partout ailleurs. On a donc p = w. Mais alors
limsup [b,|*/™ = 1, et donc limsup |a,|'/™ = limsup(n!|b,|)}/™ = oo [rappel : n! ~ v2wn(n/e)"], ce qui
implique que s a un rayon de convergence nul.

Onab, = 44 B(t)‘ , et par la définition des a,, et des b, on identifie B(t) = ——. Cette fonction
t=0

. La continuation analytique est simplement B(t) = ﬁ et est définie pour tout t € C\{i(2k+1)7 : k € Z}.

On calcule b, = %%B(t)’tzo et on trouve by = 4, by = —1, bo =0, by = 4, ...

Montrons s est Borel-sommable. On a vu que B est bien définie dans un voisinage de I'axe réel positif.

De plus,
Tt = [
/O et B(t)dt = / 1+et

converge dés que R(s) > —1. Ainsi,

converge deés que R (1) > —1, autrement dit dans C\ D (-3, 3).

(1)—/00 <’ dt—/oo < dt—/we—%i(—me—nfdt
g o 1Het Jy 14et

. On évalue

n=0
_ /oc i(_l)nef(nJrQ)tdt — i(_l)n /OO et — i (*1)77, (1)
0 n=0 n=2 0 n=2 n
=1+ (_;)n =1—-In(2).

. On veut que ¢(D(0,1)) ne contienne pas les poles de B. Autrement dit, on veut |~ (i(2n + 1)7)[> > 1

pour tout n € Z. On a que ¢~ (t) =1 — e 7. Ona

o™ (i(2n + L)m)[? =2 (1 — cos ((2”;1”))

et la condition |1 (i(2n 4 1)m)[* > 1 se récrit cos ((2n + 1)m/B) < 3 pour tout n. Le max est atteint
lorsque n vaut 0 et —1. La condition est ainsi vérifiée si cos(r/B) < %. On veut donc que w/3 >
arccos(1/2) = 7/3, d’out 8 < 3. On choisira donc optimalement

B=3.

. Par construction et par choix de 3, les deux poles de b les plus proches de 'origine sont sur le cercle

unité. De plus, il y a un branch cut da au log sur 'ensemble {w : R(w) > 1,I(w) = 0}. Le rayon de
convergence est ainsi 1. On observe tout d’abord que

—Blog(l —w) =pw+1/28w* +...
Ainsi, on a
b(w) =bo+bi(Bw+1/2Bw* +1/34+...) +ba(Bw+1/2Bw? +...)% 4+ ...

b1

_b0+5b1w+<2+b252>w2+... (2)

On identifie donc ¢ = by, ¢1 = Bby, ca = (% + b252). Par construction, ¢(0) = 0, et donc I’expansion
de ¢ ne contient pas de terme constant. Ceci permet de calculer le terme ¢, en ayant connaissance

seulement de bg, by, ..., bg, sans erreur de troncature supplémentaire. En remplagant par les valeurs de /3

-
et b;, on trouve ¢y = %, c = f%, cy = f%.



