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Méthodes perturbatives : Corrigé 7

1 Valeur propres d’'une matrice perturbée

Pour a,b € R, déterminer les valeurs propres de la matrice

0 1 01
= (oa) <o)
en fonction de e. Discuter 'analyticité en € des valeurs propres selon les paramétres a et b.

Les valeurs propres sont données par les zéro de

-\ 14+¢
a+bs =)\

ps(A) = det (>‘ - Ta) =

=X —(a+be)(1+¢),
c’est-a-dire par

A =%V (a+be)(1+¢).

Lorsque a # 0, les valeurs propres sont analytiques. Par contre lorsque a = 0, les valeurs propres ne
sont pas analytique

Ay = +Vbev1 + &,

a moins que b = 0 aussi.

2 Projecteur

La résolvante d’une matrice T est la matrice

B\(T)=(\-T)"".

1. Montrer que la résolvante est bien définie si et seulement si A n’est pas une valeur propre de T
L’ensemble pour lequel la résolvante est définie est noté p(7T).

Si A est une valeur propre de T alors il existe x € ker (A — T') et donc A—T n’est pas inversible.

Réciproquement si A n’est pas valeur propre de T" alors ker(A — T') = {0} et donc 'image de

A — T est tout I'espace vectoriel donc A — T est inversible. A remarquer que ce sens est vrai
uniquement en dimension finie.

2. Montrer que
R>\1 (T) - R/\2 (T) = (>‘2 - )‘1) R>\1 (T)Rh (T) .

Nous avons
(A =T) (R (T) = By (1) (o = T) = 01 = T) (4 =)' = 02 = 1)) (A2 = T)
=M—T)— (A —T) =Xy — Ar.

Si A est une valeur propre d’une matrice 7', le projecteur sur le sous-espace propre associé & A est
)
1

P\(T)=— (T)dz.
D) =g [ BT

3 Calculer les projecteurs de la matrice



Les valeurs propres sont données par les zéro de
‘/\ -1 1

det A\ —=T) = 0 A_29

—0-DG-2),
c’est-a-dire

M=1, S =2,

La résolvante est donnée par

_ 1 A-2 -1\ _(-1D7" —(-pTt(a-2)7
R/\(T)_det()\I—T)< 0 )\_1>_( 0 ()\—2)*1 )

Par le théoréme des résidus, les projecteur sur les sous-espaces propres sont

1 1 1
P\ (T) = R,(T)dz =
)\1( ) 27_[_1 \/l‘z_)\llzé Z( ) VA <O 0) 9
1 0 —1
Py, (T) = (T = .
(T) 2mi /|Z_>\2|_5R (T)dz <0 1 >

4 Montrer que Py est un projecteur, i.e. Py\(T)Py\(T) = Py\(T).

Soit 7; la courbe définie par |z; — A| = ¢; pour i = 1,2. Nous avons

PA(T)P\(T) <2m> [ [ Rz
Y1 Y2
~\on A (T) — R, (T
<2m) /7/7 —— (Ra(T) = Roy(T)) d2ady
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~ 27 [/71 R, (T) (27“ /}’2 P _Zld22> dz;
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Y2 27 m 22— 21
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= [ R, (T)Indy,(21)dz —i—/ T)Ind,, (22) dzz] ,
m 72

2mi
ol Ind,, est l'indice de la courbe -,
1 d¢
Ind = — :
ndy(2) 27ri/7§—z
Il y a deux cas a distinguer. Premiérement si 0y < da, alors Ind,,(21) = 1 et Ind,, (22) = 0

et donc le résultat annoncé est prouvé. Finalement si 41 > do, alors les indices sont inversés
Ind,,(21) = 0 et Ind,, (22) = 1 et le résultat est également démontré.

Si f est une fonction holomorphe dans un domaine D et 7 est une courbe simple dans D alors, la
fonction d’une matrice T" est définie par

1
- / F(2)R-(T) d2

[i(T) fo(T) = (f1- f2) (T).

5 Montrer que



Nous avons

f1(z1) fa(22) Rsy (T) R, (T) dzod 2y
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en utilisant le théoréme des résidus pour la derniére étape. En prenant par exemple le cas ot
1 est a l'intérieur de 79, alors

AT Fa(T /ﬁmﬁmh&ﬂm(hhﬂ)
Y1
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