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Méthodes perturbatives : Corrigé 8

1 Série de Neumann

Soit T une matrice.

1. Montrer que
1 < 17" -

Nous avons
|7+ = Tl < T < T T e
si bien que
[z < iz

et le résultat est démontré par récurrence sur n.

2. Montrer que la série
oo
> 1"
n=0

converge si ||T]] < 1.

Nous avons

00
2T
n=0

et donc la série converge si ||T]| < 1.

0 )
<< I,
n=0 n=0

3. Montrer que si la série converge, alors

(1-17)"" :iT".
n=0

Nous avons

(0.0 (0.0 (0.0
-7y 1=y T" - T =1,
n=0 n=0 n=0

et donc le résultat annoncé est démontré sous hypothése que la série converge.

4. Si ||T)| < 1, démontrer que
1
(1-— T)f1 < —
H 1—7|

En utilisant les résultats précédents,

ja=n~]=

00 9] 1
T <D _ITN" = —=7 -
e R

2 Seérie de la résolvante

Pour T' une matrice et Ao € p(T'), soit
A, = (=1)" Ry, (T)" .

1. Démontrer que

RA(T) =) An(A=Xo)"
n=0

1



pour
-1
A= Aol < [[Bx, (T
En particulier cela montre que la résolvante est analytique et que p(T') est un ensemble ouvert
de C2.
Nous avons

A=T=Q0-T)+A=20)=(o—T) 1+ A= A)R\(T)),
si bien que
RA(T) = (A=T)"" = (1+ (A= Xo) Ry, (T)) ™" Ry (T).-
Lorsque
A= Xo| [Ba, (T < 1,
le premier terme peut-étre écrit comme une série de Neumann

RA<T>=(Z<—1>”<A—A0>"RAO< >)RM ZA X = do)"

n=0

De plus la série converge normalement.

2. Montrer que

1 d»
A, = ———R\(T
nl v A Y
En prenant la représentation en série de la résolvante,
d’I’L
WR/\( ) _ZA’fd)\n (A= 20" = Al -
A=Xo A=




3 Normes matricielles

Sur ’espace vectoriel R™ ou C™, la p-norme est définie par
n 1/p
et = (3
i=1

2]l o = sup |z .
i=1,...,n

pour 1 < p < oo et lorsque p = oo par

Chacune de ces normes induit une norme sur les opérateurs définie par
HT@“H

1T, = =
o T2l ||w|| -

p 7],

1. Si A est une matrice, montrer que

HAH1_ Sup Z\%\ IIAHOOZ Sup Z\au\-

7 T i=1

Nous avons

[Ally = sup [|Az[|; < sup Z\aw%\

l|lz]| ;=1 |zl =1 3,j=1
n
< sup (sup Z|a”|) Z|x]| = Sup Z]awl
lzll;=1 \g=L-n;_ j=1 L..on

et en prenant e; le vecteur unité dans la direction j, comme Hej||1 =1, alors

n
sup [l Aal, > swp [[dell, = sup 3 Jay]
j=1,...n

e, =1 j=1,..n
et la premiére égalité est démontrée.

Pour la seconde,

[Alle = sup [JAzfl, < sup sup Z\aw%!

2]l o =1 [[#]| oo =1 #=L,...,m

< sup sup Z|QU| (}slup ]:Uj|>: sup Z|a”|
jo

lz|l =1 \ 7=1,.. g =1,...n 1,. ol G

En définissant s; le vecteur ayant pour composantes
(51), = aij/ |aij , ai; # 0,
i 1, a;jj =0,
alors ||si||,, = 1 et donc la borne est atteinte,

swp [ Azl > sup sl > sup |(Asi)|= sup me

Hx”oo:l 1:17"'7”‘ 1:17---777/ = 17 ol

2. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que

Az,
1], = supsup AAZIL i sup [(Azy )] -

220 20 12l 1Wlly  alymt fyll,=t

En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz,

|, ) < [l llyll2



alors

Ax,y Az

sup sup < sup sup
20 y£0 1Zll2 [19lls ™ 20 40 [l lly
En prenant y = Az alors I'inégalité est atteinte et donc le résultat est démontré.

3. Montrer que pour tout z, y et ¢ positifs

1
a:y<2a; —i—2—y

Nous avons
0 < (cx— y)2 =22 — 2cay + 2,
et donc l'inégalité voulue s’obtient en divisant par 2c.

4. En combinant les deux points précédents, démontrer que

1Al < /Il 1Al -

Remarque : pour une version sur des espaces fonctionnel, voir PETER D. LAX, Functional
Analysis (2002), p. 176.

Par le point 3.

n n
c 2, 1 2
(o)l = Y Lol el < 3 ol (5l + 5 o)

,j=1 ,5=0
c 1 =
2
5 (Z || ) sup Z |az]| + 2% Z ’y]| < sup Z |am|>
1...n j=1 1,...n

¢ 2 2
< 3 llzllz [|Allc + 27 lyll2 Al -
Ainsi en utilisant le point 2.

c 1
|4l = sup sup |(Az,9)] < 5 1 Alle + 5 14l
[lz[l;=1 [ly[[;=1 ¢

et donc 'inégalité est démontrée en posant ¢ = /|| A4||; / || A -
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