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Elements de réponses pour I’Exercice 1

On introduit I'opérateur A donné par Af(z) = f'(z) + = f(x), de sorte que A*f(z) = —f'(z) + 2 f(z). On
rappelle alors que T = %(AA* + A*A), et on trouve que

1
T = §(A +nA*)

oun =1 pour le cas T} f(x) = 2 f(x) et n = —1 pour le cas T f(x) = f'(x). On introduit la résolvante R, de T

définie par R, = (z — T)~!. On rappelle qu'on a une base orthonormée v, %1, ... avec
1
Ty, = )\’E’LO)wn = (2n + 1>¢na R.yn = mw”’ Ap, = V20,1, A*wn =V 2(” + l)wn+1 .

On a Ay = 0, et on se permet par la suite d’écrire des expressions du type n(n — 1), _2, méme lorsque n = 0
ou n = 1, en comprenant alors qu'une telle expression vaut zéro. Fixons n. On a vu au cours que la éniéme
valeur propre T'(¢) s’exprime formellement

N = AD 4 TV { = Rés._yyo [{tn, (T )" 10)

> j—obigl bj=Rés__ [(tn, Ro (TR ) by,)]
Les coefficients a; et b; dépendent en général de n. Cependant dans le cas particulier étudié ici, on verra que
)\Sf) — )\%0 ) ne dépend pas de n [on sait du cours que le résultat exact ne dépend pas de n|. On va calculer les

coefficients dans ’ordre bg, ag, b1, a1, b2, as,... On a tout d’abord

1
szn = m%L (1)

d’ou

, , 1
Resz:2n+1 [W)m Rz7/1n>] = Resz:2n+1 {W} =1= .

En multipliant (1) & gauche par T on trouve,

1 1
T =———MNYp= —————(A+nA*
1Retn = (2n )W = s ey AT o)
= m(\/ N1+ 120+ 1)nq1)
d’olt on tire immédiatement que
<wn7 (Tle)wn> =0= .
En multipliant & gauche (2) par R, on trouve
1
R T\R.n = mRz(V 2nPn—1 + 0V 2(n + 1)Pni1)
| Van 2+ 1) (3)
= Y1+ N np1
2(z—(2n+1)) —(2n-1) z—(2n+3)
On trouve alors
(o, (RT1RJb) = 0 = |
En multipliant maintenant(3) & gauche par T}, on obtient
1 V2n 2(n+ 1)
T\ R.)*, = T1ty,— —~ =T
( 1Rz) wn 2(2’ — (2n+ 1)) { — (2”— 1) 1¢n 1 +772 — (2n+3) lwn-ﬁ-l}

4(z— (2n+1)) (2n

S o 2048 1) T Don + 112 n+2wn+2}
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Ainsi

1 [ _(2n 2(n+1) ”

Résean (¥, (BT)"n)] = Réseonin ["4(z “@n+ 1) n—1)  z—(@n+3)

n( 2n 2(n+1) >

S 4\@2n+1)—(2n—-1)  (2n+1)—(2n+3)
n(2n 2(n+1) n n

:4<2+_2>:‘ﬁ @y

On peut continuer ainsi. En multipliant & gauche par R, on calcule by # 0, puis en multipliant & gauche par
Ty on trouve as = 0. Puis, en multipliant & gauche par R, on trouve b3 = 0, et ainsi de suite. Les b, pairs sont
non-nuls et les a,, pairs sont toujours nuls.

Ceci nous permet de calculer

_n 3
A a0 —ZAEE 0D

o = ey 0(53)) (1+0(2) = —2e2 4 O(e*) .

4 4

Dans le cas oa T f () = zf(x) (n = 1), on obtient AD = A0 %4—(’)(54). Dans le cas Ty f(z) = f'(z) (n = —1),

on obtient )\gf) = )\510) + % +O(g*). Ceci correspond bien aux valeurs propres calculées analytiquement au cours.



