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Elements de réponses pour l’Exercice 1

On résout cet exercice exactement comme celui de la semaine passée. On rappelle que

Af(x) = f ′(x) + xf(x) , A∗f(x) = −f ′(x) + xf(x) , T =
1

2
(AA∗ +A∗A) ,

et

Tψn = λ(0)n ψn = (2n+ 1)ψn, Rzψn =
1

z − (2n+ 1)
ψn, Aψn =

√
2nψn−1, A∗ψn =

√
2(n+ 1)ψn+1 .

On a
T1 =

1

4
(A+A∗)(A−A∗) .

On calcule les premiers termes de la série

λ(ε)n = λ(0)n + ε

∑∞
j=0 ajε

j∑∞
j=0 bjε

j
avec

{
aj = Rés

z=λ
(0)
n

[
〈ψn, (T1Rz)j+1ψn〉

]
bj = Rés

z=λ
(0)
n

[
〈ψn, Rz(T1Rz)jψn〉

] .

On commence par

Rzψn =
1

z − (2n+ 1)
ψn (1)

d’où
Rész=2n+1 [〈ψn, Rzψn〉] = Rész=2n+1

[
1

z − (2n+ 1)

]
= 1⇒ b0 = 1 .

En multipliant à gauche par T1, il vient

T1Rzψn =
1

4(z − (2n+ 1))
(A+A∗)(A−A∗)ψn =

1

4(z − (2n+ 1))
(A+A∗)(

√
2nψn−1 −

√
2(n+ 1)ψn+1)

=
1

4(z − (2n+ 1))
(
√
2n
√
2n− 1ψn−2 + 2nψn − 2(n+ 1)ψn +

√
2(n+ 1)

√
2(n+ 2)ψn+2) .

On trouve alors

Rész=2n+1 [〈ψn, T1Rzψn〉] = Rész=2n+1
1

4(z − (2n+ 1))
(2n− 2(n+ 1))

= Rész=2n+1
−2

4(z − (2n+ 1))
= −1

2
⇒ a0 = −1

2
.

Ainsi on a

λ(ε)n − λ(0)n = ε
− 1

2 +O(ε)
1 +O(ε)

= −ε
2
+O(ε2) .

Au premier ordre, la correction ne dépend pas de n. Cependant, les termes d’ordres supérieurs dépendent de n.
Cette expansion correspond bien au premier ordre du résultat trouvé au cours

λ(ε)n = −ε
2
+

√
1 +

ε2

4
(2n+ 1) .
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